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Této publikdcia za zaober4 analyzou v komplexnom obore, ¢o je ¢ast radiaca sa ku klasickej matematickej
analyze. Je uréend pre posluchécov treticho semestra elektrotechnickych fakule technickych vysokych skél,
ktorych osnovdm zodpovedd. Vyzaduju sa zikladné poznatky z matematickej analyzy redlnej premennej,
ktoré $tudenti nadobudli v predchidzajicich semestroch Stidia.

Nasou snahou nebolo nahradit niektoré, podla ndsho nézoru, vyborné publikicie inych autorov [8], [1]
(najmi prof. Morav¢ika [3], ktord je ndm i historicky najblizsia), ale urcitym sposobom sa snazime priblizit
sa stcasnému Studentovi a zdroven neznizovat troven pod Gnosnt mieru. I dnes sa ndjdu ucebnice, kroré
st urdite vynikajicimi pomédckami, i ked asi nie pre $tudenta technického odboru [4], [2]. Preto sme
sa prehladnostou a pouzitim aktudlne platného oznadenia snazili ziednodusit ¢itatelovi zrozumitelnost
textu pri zachovani istej miery matematickej kultary. Dokazy tvrdeni s ¢asto len naértnuté, aby svojou
zdlhavostou a drobnokresbou neodradzovali $tudenta od ich prestudovania. Niektoré dokazy obdobnych
tvrdeni matematickej analyzy v redlnom obore st vynechané, ako aj zanedbatelny pocet dokazov, ktoré
svojou nro¢nostou presahuji matematické zruénosti a pozadované vedomosti Studenta tretieho semestra,
ak to zrozumitelnost textu dovoluje. Okrem toho sme sa snazili pontknut dostatoéné mnozstvo riesenych
prikladov na ziskanie potrebnej rutiny Studenta pri ndslednom samostatnom rieseni. Na konci kazdej
kapitoly sme zaradili cvicenia s neriesenymi prikladmi s vysledkami, aby si Student mohol nadobudnuté
ucivo lepsie osvojit [3], [5], [7].

Publikiciu tvoria dve Casti: Tedria komplexnej premennej a Integrdlne transformdcie. Prvd je akymsi
vstupom do tedrie holomorfnych funkcii, kde sme do istej miery okresali oblasti, ktoré s danou problema-
tikou priamo nestvisia. Druh4 cast sa venuje dvom zdkladnym typom integrilnych transformdcii, a to
Fourierovej a Laplaceovej transformicii.

V prvej kapitole definujeme komplexné &islo, jeho reprezenticiu, ako aj jeho zdkladné vlastnosti. Tieto
poznatky uz samozrejme $tudenti nadobudli, ale pre ozrejmenie odporacame ditatelovi nevynechat ich
$tadium.

Druhi kapitola je venovani komplexnej funkcii komplexnej premennej. Vyuzijuc analdgie analyzy redlnej
premennej sa tu zaoberdme postupnostami komplexnych ¢isel, nekone¢nymi radmi komplexnych &isel,
definujeme si komplexnt funkciu komplexnej premennej a jej vlastnosti a nakoniec sa venujeme vyznamnej
triede komplexnych funkcif redlnej premennej a ich reprezentécii v Gaussovej rovine.
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Tretia kapitola riesi jeden z najzdsadnejsich rozdielov oproti analyze v redlnom obore, a to deriviciu
komplexnej funkcie komplexnej premennej. Definujeme Cauchyho-Riemannove rovnice a nésledne
zaviddzame pojem holomorfnej funkcie, od ktorého sa budu odvijat takmer vietky nasledujice tvahy.
Takisto uvedieme zakladné vlastnosti harmonickych funkcif komplexnej premenne;.

Stvrtd kapitola sa venuje radom komplexnych funkcii komplexnej premennej a to najmi s dérazom na ich
reprezenticiu mocninovymi radmi.

V piatej kapitole st definované niektoré zakladné typy elementirnych funkcii komplexnej premennej,
pricom sa podrobnejsie venujeme vztahom medzi exponencidlnou, goniometrickymi a hyperbolickymi
funkciami, ktorych vlastnosti budeme hojne v nasledujacich ¢astiach vyuzivat.

Siesta kapitola sa cel4 venuje integralnemu poétu v komplexnom obore. Cez krivkovy integral prejdeme
ku Cauchyho fundamentilnej vete integrilneho poctu a jej dosledkom, ktoré nim poskytnti apardt na
odvodenie Cauchyho integrélneho vzorca.

V siedmej kapitole rozvijame moznosti reprezenticie holomorfnych funkcif Taylorovym a nésledne aj
Laurentovym radom v istych oblastiach Gaussovej roviny.

V 6smej kapitole klasifikujeme izolované singularne body, ndsledne definujeme pojem rezidua funkcie
v bode, aby sme pomocou neho zaviedli Cauchyho vetu o rezidudch, ktorej vyuzitie sa neobmedzuje len
na vypocet krivkovych integrilov v redlnom a komplexnom obore, ale takisto nijde uplatnenie pri rieseni
nevlastnych integrélov.

V deviatej kapitole uvedieme zédkladné vlastnosti Fourierovej transformécie a ukdzeme moznosti jej vyuzitia
na riesenie diferencidlnych rovnic.

Poslednd desiata kapitola je venovand Laplaceovej transformdcii. D4 sa povedat, Ze je to nosnd kapi-
tola druhej casti, okrem zdkladnych vlastnosti sa takisto podrobne zaoberdme spitnou Laplaceovou
transforméciou. V zdvere si ukdzeme aplika¢né moznosti na iné matematické discipliny.

V neposlednom rade by sme radi podakovali recenzentom doc. Ing. Marii KUDELCIKOVE], PhD. a doc.
RNDr. Ondrejovi HUTNIKOVI, PhD. za pozorné prestudovanie pdvodného rukopisu, jeho opravu,
mnozstvo cennych rdd a fundovanych pripomienok. Dalej dakujeme Ing. Petrovi TOMASOVICOVI
a Mgr. Dusanovi PAULOVI za graficka a editorskd podporu. A takisto patri vdaka RNDr. Mirii
MICHALKOVE], PhD. a RNDr. Ondrejovi VERESOVI za kontrolu spravnosti vysledkov riesenych
i nerieSenych prikladov.

Trendin 17. 11. 2020 Autor
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1.1

Definicia a zdkladné vlastnosti

Komplexné ¢isla zavadzame rozsirenim oboru redlnych &isel takym spdsobom, aby v iom mali prislusny
pocet rieSeni vietky algebrické rovnice podla zdkladnej vety algebry'.
Definicia 1.1.1 — Komplexné €isla. Mnozinu vietkych usporiadanych dvojic {(x,y) | x,y € R},
pre ktoré zavedieme operaciu scitania

(e, 31) 4 (x2,32) = (¥1 422,51 +2)
a operéciu ndsobenia

(x1,31) - (x2,¥2) = (x1x2 — y1y2,X1y2 +x2)1)

ozna¢ime symbolom C a spolu s uvedenymi operdciami ju nazyvame oborom komplexnych cisel alebo

komplexné (isla. Prvok z € C sa nazjva komplexné &islo.

Mnozinu usporiadanych dvojic alebo mnozinu dvojrozmernych vektorov (x,y) poznime ako rovinu R2.
Rozdiel oproti mnozine komplexnych ¢isel C je v opericidch, ktoré mézeme na prvkoch vykonat. Hoci
sc¢itanie vektorov a komplexnych ¢isel sa zhoduje, v mnozine C je naviac operdcia ndsobenia. Vysledkom
nisobenia komplexnych cisel je (na rozdiel od skaldrneho st¢inu vektorov v R?) usporiadand dvojica (nie
skaldr). Cize s¢in dvoch komplexnych ¢isel je opit komplexné &islo.

Napriek tomu mézeme vyuzit nieco, ¢o majt spolo¢né mnoziny R? a C, a to reprezenticiu ich prvkov
pomocou bazy v R?

(6,y) = (x,0) +(0,y) = x(1,0) +y(0,1).

Vsimnime si, Ze prvky typu (x,0) sa vzhladom na s¢itanie a ndsobenie definované v Definicii 1.1 sprdvaju

1Z4kladn4 veta algebry je dolezité matematické tvrdenie, ktoré mé fundamentélny vyznam v algebre, ale podstatnt tlohu
hrd aj v dalsich odvetviach matematiky. Hovori, Ze kazdy polyném s komplexnymi koeficientmi stupnia 7n > 1 md aspofi jeden
komplexny koreri. Najstarsf publikovany dokaz pochddza od Jeana-Roberta Arganda z roku 1806.
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ako redlne ¢isla pri aritmetickych operdciich

(x1,0) 4+ (x2,0) = (x1+x2,0),
(x1,0) - (x2,0) = (x1x2,0).
Pri oznaceni (x1,0) ~ x1, (x2,0) ~ x3 saétu zodpovedd prvok x| +x2 ~ (x] 4 x2,0) pre sacin podobne
x1-x2 ~ (x1x2,0). Bdzovy prvok (1,0) zachovdva aritmetické operdcie obvyklého s¢itania a ndsobenia

redlnym ¢islom, t. j.

(ry)+(1,0) = (xy),
(X,y)’(l,()) = (X,y)

Venujme sa teraz druhému bazovému prvku (0, 1). Vyndsobime ho sebou samym podla Definicie r.1.1
(0,1)-(0,1) = (—1,0) ~ —1.

Prvok (0, 1) je teda taky prvok, ktorého druhd mocnina je rovnd —1.

Definicia 1.1.2 — Imagindrna jednotka. Komplexné &slo (0, 1) budeme nazyvat imagindrna
Jjednotka a budeme ho oznacovatj = (0,1).

Pri takomto oznadeni mdzeme prvky mnoziny C zapisovat v ispornejSom tvare
() = x(1,0) +y(0, 1) ~ x+jy.

Definicia 1.1.3 — Algebricky tvar komplexného Cisla. Komplexné &slo z = (x,y) mdzeme
pomocou imagindrnej jednotky zapisat

z=x+]y,
kde ¢isla x = Rez € R nazyvame redlnaay = Imz € R imagindrna zlogka (Cast) komplexného ¢isla z.
V dalsom budeme komplexné ¢isla pisat v algebrickom tvare

=x+jy,  kdej?=-1.

Definicia 1.1.4 — Mocnina komplexného &isla. AMocnina komplexného ¢isla 7', n € N, je
definovan4 indukciou

Z1 =z, Zn-&-l — Z'Zn-

R Naziklade predosiého zrejme pre mocniny imaginirnej jednotky plati

i = 1,
it =,
j2 - _17
j3 = 7j7
it =,
i’ =i
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Skuto¢nost mdzeme vieobecne zapisat pre lubovolné prirodzené ¢islo, n € N, nasledujico

I
j4n+1 —_ j’
j4n+2 _ _17
j4n+3 7‘]

Definicia 1.1.5 — Komplexne zdruzené Cislo. Komplexné &islo
Z=x—]jy

nazyvame komplexne zdrugené ¢islo ku komplexnému éisluz = x+jy.

R) Pre komplexné &isla zrejme plati

x = Rezzl(z—kz), yzlmzzi.(z—Z),
2 2j
(n14+22) = zZi+z,
(z1-2) = 722,
@) = =z

Definicia 1.1.6 — Absolltna hodnota. Reilne &islo |z| = \/x? + y* = /z - Znazyvame absolsitna
hodnota (modul) komplexného ¢islaz =x+jy € C.

R Medzi zikladné vlastnosti absolttnej hodnoty patri

1. |Z|:0<:>Z:O:
) |Z1_Z2|:|Z2—zl\,prekaidé21,Z2€C>
3. a1+ 22| < a1+ |22, prekazdé z1, 22 € C.

Absolttna hodnota komplexného ¢isla predstavuje vzdialenost bodu (x,y) od podiatku suradnicového
systému (0,0).

V Definicii 1.1.1 sme zaviedli operdciu s¢itania a ndsobenia komplexnych disel, teraz pomocou nich
odvodime pravidlo delenia. Skutocnost, Ze 7z = \z|2 je vidy redlne nezdporné &islo, vyuzijeme pri defino-
vani podielu komplexnych ¢&isel.

Definicia 1.1.7 — Podiel komplexnych €isel. Nechz;,z; € C,kdez; = x1+jy1,22 =x2+]jy2,
pricom z # 0. Potom podielom tychto dvoch komplexnych &isel je

4| 122 (xl +jy1) (x2 —jyz) X1X2 +y1y2 jxl)’2 +x51
=2 2 T 2.2 2.2 -
2 / x5+ x5+
|22 ( x% y%) 27TV 27TV

Komplexné ¢isla mozno geometricky interpretovat, ked sa redlna Cast zobraz{ na redlnej osi Rez a ima-
gindrna cast sa zobrazi na kolmej imagindrnej osi Imz, ¢im sa kazdé komplexné &islo zobrazi ako bod
v tzv. Gaussovej rovine so stradnicami z = (x,y). Polohu bodu v rovine mézeme okrem kartézskych
suradnic zadat napriklad pomocou poldrnych stradnic, kde je bod uréeny vzdialenostou od pociatku
suradnicového systému a orientovanym uhlom, ktory zviera polohovy vektor s osou x. Tento uhol sa
v komplexnej analyze nazyva argument komplexného ¢isla.
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Definicia 1.1.8 — Argument komplexného €isla. Nech z € C*, kde C* = {z € C | z # 0},
Z=x-+]y, potom kazdé ¢islo ¢ € R, pre ktoré plati

Rez X Imz y

COSP = — = ———— A sin@Q = — = ————,
2 /242 2 /A2 +)2

nazveme argument komplexného ¢sla z. Tymto spésobom jednozna¢ne uréené &islo ¢ € [—7, )
nazyvame blavnon hodnotou argumentu komplexného ¢isla z, ozn.: ¢ = argz”.

#Okrem toho je samozrejme argumentom komplexného ¢isla z aj uhol ¢ = @ + 2k, k € Z. V dalsom budeme mat na
mysli, ak neuvedieme inak, hlavnii hodnotu argumentu komplexného ¢isla.

Hlavna hodnota argumentu komplexného ¢isla sa li$i od hlavnej hodnoty argumentu komplexne
zdruzeného ¢&sla iba znamienkom.

z2=(x,)

<

x=Rez

N

Obr. r.1.1: Komplexné (islo v Gaussovej rovine

R Vzdialenost dvoch komplexnych ¢isel (bodov komplexnej roviny) z1 = x1 +jy1 aza =x2 +jy2 je
euklidovskd, t. j.

A(z1,22) = |21 — 22| = \/(Xl —x0)’ + (1 —y2)*.

m Priklad 1.1 Zjednodu$me dané vyrazy
1
j

L -,
(14)2—))

2., ———>
, (31_—1)2 ’
+

3. 1_jJ7
545 4, 20

4 374 T 113

1. Odstrinime imaginirnu jednotku z menovatela upravovaného vyrazu (nikdy nenechdvame v me-
novateli zlozku s imaginirnou jednotkou) jednotkou vo vhodnom tvare

\ N I
==

] —_
—

2. Rozndsobime ¢itatela ako aj menovatela a pouzijeme predosly postup

(I+j)(2—j) 2—j+2j—j* 2—-j+2j+1 3+j 1+_3
(1—j) 1-2j+2  1-2i-1  —2j 23
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3. Na odstrianenie komplexného ¢isla z menovatela prendsobime vyraz jednotkou v tvare zlomku,
krorého ditatel aj menovatel je komplexne zdruzené ¢islo k menovatelu upravovaného vyrazu

243) 1+4j  243j+2j+3j> 245 -3 -1 .5

1—j 1+j 1+1 2 FIEY)
4. Upravime na spolo¢ného menovatela
545 20 (5+5§)(4+3j)+20(3—4j)
3—4j 443 (3—4j)(4+3j)
_ 20+15]+20j +15j2+60—80j  65—45 .
- 1249 — 16] — 12j2 T4y 0T

a Priklad 1.22 Rie$me rovnice v mnozine C
v (H) +=14

5 (S—jl) Z+2z=122].

1. Vyjadrime neznimu premennd z vhodnymi Gpravami

143\ 1 .
<J> +- = 1+j,
1—j Z
142 -1 1 .
S S |
1—2j -1 7 s
1 .
_1+7 = 1+.]7
Z
1 .
- = 2+J>
Z
1 2—j 2-j 2 .1
z = =z Iz

24j 2—j 5 5 °5
2. Do pdvodnej rovnice dosadime zaz = x+jyazZ = x —jy a upravime

1
(5—.) 7427 = 22,
j

1 . .
(5— j> S(x=jy)+2(x+jy)
(S+j) - (x=jy)+2(x+jy) = 22,
Sx—=5yj+xj+y+2x+2y = 22j,
Tx+y+j(x—3y) = 22,

22j,

¢o plati pre
I Tx+y = 0,
I1. x—3y = 22
Z11. dostédvame x = 22 + 3y a po dosadeni do /. plati
7(2243y)+y = 0,
154+21y+y = 0,
22y = —154,
y = -7,
odkial pre x bude

x=22+3(-7)=1.

Vysledkom je komplexné ¢islo z = 1 —7j.
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m Priklad 1.3 Rie$me rovnicu pre neznéme x,y € R
4x(24j)+y(1+4))+7=x(3+]j)—6y(2j —1) +9j.

Upravime tak, Ze prenesieme nezndme na jednu stranu

Ax(24]j)+y(1+4j)+7 = x(3+]j)—6y(2j —1)+9j,
8x+4j+y—4yj+7 = 3x+x —12yj +6y+9;j,
5x+T7—=5y+8yj —xj—95 = 0,
5x—5y+7+j(-3x+8y—-9) = 0,

a porovndme redlnu a imaginrnu zlozku

I.: 5x—5y+7 = 0, /-(=3)
1.: —3x+8-9 = 0. /5

S¢itanim vhodnych nédsobkov prvej aj druhej rovnosti mame
(=3)-1.+5-1I.: 55y —66 =0 = y==,

pre x potom platf

1 1/.5 -1
= —(5y—-T=-(5-2-7)=_—"—.
x=3(r=7) 5< 6 ) 5

Uvedend rovnica md rieSenie préve vtedy, ked x = %1 ay= %.

Trojaky tvar komplexného Cisla

Tvar komplexné ¢islo z = x + jy nazyvame algebrickym tvarom. Okrem toho kazdé komplexné ¢islo
z € C* = C\ {0} modzeme vyjadrit v goniometrickom (poldrnom,) tvare

z=z|(cos@ +jsing),

kde @ = argz je hlavn4 hodnota argumentu komplexného ¢sla z. Dal$im tvarom komplexného &isla
z € C* je tzv. exponencidlny tvar

z=|z|el?.
n Priklad 1.4 Niéjdime goniometricky a exponencidlny tvar komplexného &islaz = —7 —7j.

Absolttna hodnota komplexného ¢isla z = —7 —7j je

2 =/ (=7)* +(=7)* = V98 = v2-49 = 7V/2.

Argument musf spIﬁat’ podmienky

x =7 =2 . y =1 V2
COsQ = = — sinQ = -— = —— -

[~ 7v2 2 vz 2



1.3 Binomickd rovnica 17

y=Imz

A
A

\

Obr. 1.2.1: Priklad 1.4

a to je pre uhol ¢ = %T” + 2km.
Preto goniometricky tvar komplexného éislaz = —7 —7j je

5 5
2=7V2 <cosf+j sinf)

a exponencidlny tvar je

z:7\ﬁ-ej57”.

1.3 Binomicka rovnica
Ak je komplexné ¢&isla z v goniometrickom tvare, tak jeho mocnina ma tvar

n

7' = a=|z["(cos@+jsing)",
pouzitim Moivreovej vety
(cos@ +jsing)" = (cosn@ +j sinng),

dostdvame

7' = a=|7]"(cosn@+jsinng).

Ak nésledne ozna¢ime o = arga, potom pre &slo a plati a = |a| (cos & +j sin &). Porovnanim modulov
a argumentov dostdvame pre velkost komplexného ¢isla

2| = /la|

a pre jeho argument

cosng = CosC,
ne = o+2knm,

a+2kn

—

(p:
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Kapitola 1. Komplexné Cisla

A teda vidime, ze binomickd rovnica 7' = a ma n navzdjom réznych korenov"

o+2km o+2km
+7sin

2 =/|4| (cos

kdek=0,1,2,....n—1.

m Priklad 1.5 Uréme /a, ak plati
L a=—16,n=4,
2. a=j,n=3.

).

1. Podla uvedeného postupu riesime binomick rovnicu z* = —16, kedze |a| = 16, plati, ze v/|a| =
V16 = 2. A takisto plati
—16 . 0
cosa—?——l, s1na—%—0,
odkial pre argument &isla a vyplyva
a+2kn=m+2km, k=0,1,2,3.
Y
=Imz
ﬂ‘ y=Imz 4
a=-VatiVE,_ |2 a=2ei2
é p=m V2 V2
) . x:Re:z
a=-16 x=Rez
=W e
v
\/
Obr. 1.3.1: Priklad 1.5 1.
Riesenim pre k = 0,1,2,3 st ¢isla
2k 2k
2% = /|al <cosn+ 7r + s1nn+ Tc> ,
konkrétne
T T
0 = 2<cos—+jsin—> £—|— £ \f+ V2,
4 4 2
3n .
71 = 2(cos+] sin 4) 2 ({4— f) = —\@—1—]\6,
5
2 = Z(COS _]Sinf) =2 <;f+ f) —V2-jV2,
9 9
= 2<cosf+131 f) (\Zf+ \[) V2-jV2.

iesenia su body v komplexnej rovine, ktoré tvoria vrcholy pravidelného n-uholnika.
TR body v k 1 ktoré t holy delného n-uholnik:
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2. Obdobne ako v predoslom pre binomicki rovnicu z* = j, mime |a| = V02 + 12 = 1je /]a| = 1.

1

0
a:7:1’ 1 (x:fzo7
COos 1 S 1

T
oc+2k7r:§+2k7r, k=0,1,2.

Ay=Imz

V3o 1 V3o

Z‘”T“E, ______________ 2 “ fTﬂE

) x:Re'z _ﬁ ﬁ x=Rez
2 2
- ="

Rie$enim st &isla

T .. W
20 1<cos€+J Sln—) =

6 2 2
5m . . 5m® 3 .1
71 = 1<cos6+]sm6>:_\2[+J2’
= 1 cosg—n+'sin9—ﬂ =0—7=—j

Na urcenie druhej odmocniny komplexného ¢isla a = ay +ja; # 0, je vihodnejsie pouzit nasledujuci
postup. Nech z =x+jy = y/a, potom 22 =x*> —y? +j2xy = a; +ja,. Odkial riefenim sustavy
kvadratickych rovnic x* —y? = aj a2xy = ap dostaneme prislusné redlne hodnoty x,y a tym aj hladané

hodnoty /a.

m Priklad 1.6 Néjdime vietky hodnoty druhej odmocniny &isel
L z=4/2j
2. 72=1/14+2V6j.

1. Zrejme plati
2 =z=x+jy,
odkial
2j =2 =27 +2mj -y,
¢o plati prave vtedy, ked plati

I X =y 0,
11. 2 2xy.
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Z druhej rovnice dostdvame x = %, ¢o po dosadeni do prvej je

1 2
-5 Y = 07
32
1_y4 = 07
(1= (1+y* = 1,
yip = =1, = x172::|:1.
Riesenimsddvedislazi =14+jazn =—1—j.

2. Opit

142V6) =22 = x>+ 2xyj] —?,

¢o plati, ked
1= =) A 2\/6:2xy:>x:\f7
1 = y62—y2,
yY4yP—6 = 0 /subst.:t:yz,
?+1—6 = 0,
(t=2)(t+3) = 0
Pre t; = 2 dostivame
»o= 2
yY-2 =0,
(y+\@) (y—\@) = 0.

Preyis = ++/2 dostivame X1 = ii\% = ++/3. f)alej pre t; = —3 mdme y? = —3, & nem4

rieSenie na mnozine R.

Riesenim st teda &sla z; = v/3+ ﬂ] azp=—V3— ﬁj .

= Priklad 1.7 Pouzitim Moivreovej vety Uréme hodnotu cos4¢.
Podla Moivreovej vety plati

(cos@ +jsin@)* = cos4@ +j sind.

Na druhej strane, podla binomickej vetyiii plati

(cos@+jsing)* = cos*@+4cos® @ (jsing)+6cos’(jsing)® +4cos@(jsing)® + (jsing)*
= cos* @ +4j cos® psin @ — 6cos® @sin® @ — 4j cos @sin® @ + sin* @.

Porovnanim redlnej a imaginarnej zlozky dostdvame rovnosti

cos4p = cos*@—6cos’@sin® @ —sint @,
sind@ = 4cos’ @sing —4cos @sin® .

" Binomicka veta je matematickd veta pre rozklad n-tej mocniny dvoch s¢itancov na sticet .+ 1 séitancov

(x+y)" = Z (Z)x"_kyk,

k=0
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1.4 Nekonec¢no

Pri predstave rozsirenia komplexnej (Gaussovej) roviny C na rozsirent komplexnti (Gaussovu) rovinu
C = CU{eo} ndm bude ndpomocnd tzv. stereografickd projekcia, t. j. vzdjomne jednoznacné priradenie
Gaussovej roviny a (Riemannovej) sféry.

Obr. 1.4.1: Riemannova sféra

Riemannova gula (sféra) méze byt interpretovand nasledujicim spoésobom: ide o gulu, ktord sa juznym
polom dotyka pociatku Gaussovej roviny. Krorémukolvek bodu z Gaussovej roviny mozno priradit bod
na Riemannovej guli prelozenim priamky medzi bodom z a severnym pélom gule. Bod, v ktorom sa tito
priamka pretne s povrchom Riemannovej gule, je bod Riemannovej gule zodpovedajici bodu z. Severny
pol Riemannovej gule zodpoveda nekoneénu oo, ¢o je v stilade s prirodzenou geometrickou predstavou.

Nevlastny bod (nekone¢ne vzdialeny bod, nekone¢no) nemd zavedeny pojem redlnej a imagindrnej zlozky,
ani argument, jeho absoltitna hodnota je vicsia ako absoltitna hodnota ktoréhokolvek komplexného ¢isla.

Algebrické operécie s nekoneénym bodom st nasledujtce. Pre kazdé z € C, plati

7+t = ooj:z:oo,
Z7:00 = o©00.7 =00,
Z . 0
— = 0, tiez — =0,
oo oo
oo oo
; — 0o, tiez 6200,
Z
—_ = oo,
0
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Dalej definujeme Vi € N*

o] =
—oo = oo
o R— oo,
o = oo,
O — 0’
0" = oo
S |

1.5 Cvicenia

Cvicenie 1.1 Nijdite goniometricky a exponencidlny tvar komplexnych &isel:
a)Z=5—J5\/§, [%[QO[_(EHIS[_‘_-USSOO OI
- \/g _J 5

0 z=3—jV3.

[%[93_(9 urs [+ 27 509) z]
[ﬂ” PENT = (g7 WIS [+ 77 500) ¢ A }
|

Cvicenie 1.2 Zjednoduste nasledujuce vyrazy:

) T g
0 55, 0
'8
. 8
) (—1—1\/1? : [(gprT+1-)821]
V3
) (ﬁ%) ' [[%_%_l

Cvicenie 1.3 Urcte vietky hodnoty odmocniny komplexného ¢isla z:

a) \/—2+2V3j, [Ep—1—‘gAT+1]
]

4

b) \/T’ [!‘4[_‘['4
y—

o) V1+j, [(ﬁl urs [+ £ s00) g A ¢ (;\ _f—i—y%)y’\c(%uis [+ & s09) _/9\}
6

<) e [EA 1= EA T T+ T—EM+HT—EA T+ 1]

Cvicenie 1.4 Pouzitim Moivreovej vety vyjadrite pomocou funkcif
sin ¢ a cos @ nasledujuce funkcie nisobnych uhlov:

a) sin30,
? [0 ;uts — durs  soo¢]
b) ¢0550, [d) LUIS$00G +d uIsd 090 — B gsoo}
c) tan5¢, X ue) GHruR O — |
X Ue)fx Ue)()] —Xuer g
d) cot5¢. |: X100 G+X 710001 — | }
X J03X100()[ —X109¢
|



2.1

Postupnosti a nekonec¢né ciselné rady komplexnych cisel

Uvedieme zikladné definicie a sformulujeme zédkladné vlastnosti komplexnych postupnosti a tiez ¢iselnych
radov. Dokazy tvrdeni st zvic$a analégiou obdobnych tvrdeni z tedrie redlnej premennej.

Definicia 2.1.1 — Postupnost komplexnych ¢isiel. Nech z, = a, + jb, su komplexné ¢isla,
kden e N*={neN|n#0}aa,b, €R.

Potom postupnost {z,},_; = {an+]jbn},_, nazyvame postupnost komplexnych isel alebo kom-
plexnd postupnost.

Definicia 2.1.2 — Ohrani¢enost postupnosti. Hovorime, ze postupnost {z, },._, je obranicend,
ak existuje také redlne kladné ¢islo M € R~g = {x € R | x > 0}, Ze pre vietky prirodzené &islan € N*

plati
za| = lan +jbn| = \/ a2+ b2 < M.

® Ostatnt definiciu mdzeme geometricky interpretovat tak, Ze vietky ¢leny postupnosti {z, },,_ lezia
vo vnutri kruhu so stredom v zadiatku stiradnicového systému (0,0) a polomerom M.

Definicia 2.1.3 — Limita postupnosti komplexnych Cisel. Komplexné &islo zg € € nazyvame
limiton komplexnej postupnosti {z,},,_,, ak ku kazdému € > 0 existuje ng € N* také, ze pre vietky
n > ng plati

|z, — 20| < €.

Tuto skutocnost zapisujeme lim z,, = zo.

n—y0
Postupnost, ktord mé limitu, nazyvame konvergentnd. Postupnost, ktora nie je konvergentnd, nazy-
vame divergentnou.
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Veta 2.1.1 Nech {z,},—; = {an +]jbn},—; € C, previetkyn € N*,az9 = ap+jbo € C.
Potom 1i_r>n Zn = 20 prave vtedy, ked lgn a, = ap a stcasne lgn b, = by.
n—o n—oo n—soo

Dékaz. 1. Nech lim z, = z9. Potom podla Definicie limity postupnosti 2.1.3 ku kazdému € > 0
n—soo

existuje ng € N* také, ze pre vietky n > ng plati

20— 20] =\ (@0 — @0)* + (ba—bo)? < €.

Odkial priamo vyplyva

(an —ap)* = |an —ag| < € A (by —bo)* = |by—bo| < €

pre vietky n > ng, a teda lim a,, = ag a tiez lim b, = by.
n—yoo n—roo
2. Nech lim a, = ao, lim b, = by. Potom ku kazdému € > 0 existuje no, € N* také, Ze pre vietky
n—oo n—yo0

n > ng, plat |a, —ag| < % a ku kazdému € > 0 existuje ng, € N* také, Ze pre vSetky n > no,

plati |b, — bo| < # Takisto potom pre vietky n > max (ny,, no, ) plati

2 2
Izn—20|=\/(an—ao)2+(bn—bo)2< <\/2§8> +<\f8> —¢,

¢o znameni, ze lim z, = zp.
n—oo

oo

Vidime, Ze vy3etrenie konvergencie postupnosti komplexnych &isel {z, },_; = {a, +jbs},_,, nahrddza-
me vySetrenim konvergencie dvoch postupnosti redlnych &isel, konkrétne postupnosti {a, },_ | redlnych
¢asti a postupnosti {b, },_, imagindrnych casti.

Vzhladom na to m6zeme tento postup pouzit pri vypocte limity postupnosti komplexnych &sel {z,}_;.
Preto pre limitu postupnosti komplexnych ¢isel budu platit obdobné tvrdenia ako pri limite postupnosti
redlnych ¢isel.

Veta 2.1.2 Nech {z,},_, € C, pre vietky n € N*¥, potom plati:

1. postupnost {z,},_; md prdve jednu limitu,

2. akje postupnost {z, },_, konvergentnd, potom je ohranicend,
3. nech lim z,, = zo, potom lim |z,,| = |zo],
n—soo n—yoo
4.

nech lim z, = 2o, lim w,, = wy, potom lim (z, & w,,) = 20 £ wo, lim (z, - wy) = 20 - wo, ak
n—soo n—soo n—soo n—yoo

: () =
naviac wg # 0, tak ’}glolo ( o ) ot

Dékaz. Obdobny dokazom pre limitu postupnosti redlnych &isel. |
m Priklad 2.1 Vypocitajme limitu postupnosti komplexnych ¢isel

wlim (L4 (14 1)),

2. lim (’”2+1 +] sin%) .

n—oo \ 11

1. Zndmymi postupmi rieSime

] 1 . " ) 1. IR 1]
lim | —+j(1+- =lim | —+j((1+- =0+je  ==.
n—oo \ N n n—eo \ N n €
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2. Podobne |
2 2
—n? 41 1 1
fim (5 fisins ) = fim [ 2P 4 sino

n—e \  n+1 n n—o \ n+1 nlz
—n* 1
_’_7
n—yeo \ L4 L
2T

Definicia 2.1.4 — Komplexny rad. Nech {z,}, _, je komplexnd postupnost.
Potom

oo

Zzn:Z1+Z2+--.+Zn+---

n=1

nazyvame radom komplexnych cisel alebo komplexnym radom.

Definicia 2.1.5 — Konvergencia komplexného radu. Nech Y z, je komplexny rad.
n=1

Ak k nemu vytvorime postupnost jeho ¢iastoénych stctov {s, },_,

ST = 21,

sy = Z21+2,
i

s = Z]+Zz+---+Zi:ZZj7
ji=1

a limita tejto postupnosti je konvergentni, t. j.

lim s, = z,
n—soo

potom hovorime, ze rad Y. z, je konvergentny a jeho sictom je komplexné ¢islo z. Tuto skuto¢nost
n=1
zapisujeme

V opacnom pripade hovorime, Ze je rad Y. z, divergentny.
i=1

Veta 2.1.3 Nechrad Y z,je komplexny rad, kde z, = a, +jb,, n € N*.
n=1

Potom tento rad md sticet z = a + j b préve vtedy, ked konverguji obarady ). a, =aa Y b, =b.
n=1 n=1

Dékaz. Vyplyva priamo z definicie komplexného ¢isla a komutativnosti. [ |

m Priklad 2.2 Uré¢me stéet komplexného radu E: (%)n
n=1

Na urcenie sti¢tu radu vyuzijeme vzorec pre stcet konvergentného geometrického radu, t. j. pre |g| < 1
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1 ap

plati ). apq" " = T
n=1

= (i) la <1 L 1.3
Z — = J . :7:—74—]7'
=\3 | <1=1il<3 -1 100

|
m Priklad 2.3 Vysetrime konvergenciu komplexného radu
L X S,
n=1 2
2. ) l—rgn
n=1
1. Zrejme plati
> n+1+jn’ >n+l &
n=1 n=1 n=1
Vysetrime zvl4st rad Z nil Realny rad Z nil
n=1
bertovho kritéria
o @ i n42 2" Int2| 1, n+2 1
1m = m |a —| = —_— n
ne| ay w1 G | T e | 2T g 1| T a2 1| T 2nten 1L

1. 242 142

anw%_ki 2n%nol<>]_|_7 2< ’

ateda rad Z nil konverguje. Rad Z 2—,, vySetrime tieZ pomocou d”Alembertovho kritéria
n=1

: bnﬂ L 1 (0?2t 1 (1) o 1
e e T = AR T e P L B B
n
n+1+]n

rad Zl 2n je tiez konvergentny, a teda konvergentnym je aj rad Z
n
2. PrepiSeme

Rad Z je harmonicky rad s mocninou &t =2 > 1, a teda konvergentny rad. Avsak harmonicky

rad f . je divergentny,

Veta 2.1.4 Rad Y z,,z, € C, konverguje prve vtedy, ked ku kazdému € > 0 existuje ng € N* také,
n=1

ze pre vietky n > ng a pre vietky p € N* plati

n (e}
Dékaz. Rad je konvergentny, ak je konvergentnd postupnost ¢iasto¢nych suctov s, = { ) Zk} .
k=1 n=1
Této postupnost je konvergentnd, ak ku kazdému € > 0 existuje ng € N* také, Ze pre vSetky n > ng a

pre vSetky p € N*plati

I$n — Sntp| < €.
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Po dosadeni

|Zn1 + 2ng2+ - —l—zn+p| <E€.

Veta 2.1.5 — Nutnd podmienka konvergencie radu. Ak konverguje komplexny rad Y. z,,
n=1

potom plati

lim z, = 0.
n—soo

Dékaz. O platnosti sa mdézeme presved<it pouzitim vztahu $,41 = $, + 2,41 pre ¢astocny sucet radu
a prejdenim k limite pre n — oo. |

p ) Nutnd podmienka konvergencie komplexného radu nieje postacujicou podmienkou. Ale opacne,
ak nie je splnend, lim z,, # 0, rad urcite diverguje.
n—soo

Veta 2.1.6 Nech komplexny rad f |2, je konvergentny, potom je konvergentny aj komplexny rad
n=1

oo

Y zyaplati
1

n=

Y
n=1

<Y |zl
n=1

Dékaz. Rad Y. |z,] je konvergentny, a teda ku kazdému kladnému € > 0 existuje ng € N* také, Ze pre
n=1

vietky n > ng ;pre vsetky p € N* plati
Okrem toho tiez plati

|Znt1 +2n42 + ot 2ol < znr1] + lzns2] + -+ |zatpl <€,

z ¢oho podla Vety 2.1.4 konverguje aj rad i Zn. |
n=1

Definicia 2.1.6 — Absolitna a relativna konvergencia radu. Hovorime, ze rad Y z,, kon-
n=1

verguje absolsitne, ak rad § |zn| konverguje.
n=1

Hovorime, ze rad Y, z, konverguje neabsoliitne (relativne), ak rad Y. |z,| diverguje.
n=1 n=1

R Pojem absolutnej konvergencie md v pripade komplexnych radov ovela vicsi vyznam, lebo rad

Y |z je redlny rad s nezdpornymi ¢lenmi.
n=1
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Pre konvergenciu nekonecnych ciselnych radov komplexnych éisel platia analogické kritérid ako pri radoch
redlnych cisel. Podrobnejsie si ich pripomenieme nasledujicimi vetami, ktorych dékazy priamo vyplyvaja
z prechddzajuicej Vety 2.1.6 a Definicie 2.1.6.

Veta 2.1.7 — Porovndvacie kritérium. Nech Y z,,kdez, € C,Vn € N*,

n=1

Nech E ay, kde a, > 0, je konvergentny rad.

n=1

(1. porovndvacie kritérium) Ak pre vietky n € N* plati |z,| < a,, potom jerad Y. z, absolttne kon-
n=1
vergentny.

ZrHrl

< @t potom je rad Z Zn absolttne
n=1

(2. porovndvacie kritérium) Ak pre vietky n € N* plati

konvergentny.

|2n]

(Limitné porovndvacie kritérinm) Ak existuje limita lim;, o "
n

= g < oo, potom je rad Y. z, ab-
n=1

solutne konvergentny.

Veta 2.1.8 — d”Alembertovo kritérium. Nech Y z,,kdez, € C*, Vn € N*,
n=1

(d’Alembertovo kritérium) Ak pre vsetky n € N* plati Z';—:l < g < 1, potom je rad nil 7y, absoltitne
konvergentny.
Ak pre vietky n € N* platf —’ > 1, potom je rad Z 2y divergentny.
(Limitné d’Alembertovo kritérium) Ak lglol<> Z'Z‘ < g < 1, potom je rad Z 7y, absoldtne konver-
gentny.
Ak ,}E’l “E | > 1, potom je rad ng 2z, divergentny.

Veta 2.1.9 — Cauchyho kritérium. Nech Y z,,kdez, € C,Vn € N*,
n=1

(Cauchybo kritérium) Ak pre vietky n € N* plati {/|z,| < g < 1, potomjerad Y z, absoltitne kon-
=1
vergentny. !

Ak pre vietky n € N* plati {/|z,| > 1, potom jerad Y. z, divergentny.
n=1
(Limitné Canchyho kritérium) Ak li_r>n /|zn] < g < 1,potomijerad ¥ z, absolttne konvergentny.
=D n=1

Ak li_r>n {/|zn| > 1, potomjerad ¥ z, divergentny.
== n=1

Veta 2.1.10 — Raabeho kritérium. Nech Y z,, kde z, € C*, Vn € N*,

n=1

(Raabeho kritérium) Ak pre vietky n € N* plati n (1

_ | %+t
Zn

) > g > 1, potom je rad Y} z, ab-
n=1
solatne konvergentny.

ZrHrl

Ak pre vsetky n € N* plati n (1 —

> =g > 1, potom je rad E 2y divergentny.
n=1
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(Limitné Raabeho kritérium) Ak lim n (1 — ZZ—“ ) > q > 1, potom je rad } z, absolatne kon-
r=rco " n=1
vergentny.
Ak li_r>n n (1 — =2 ) = g,kde g > 1, potomjerad Y z, divergentny.
n—ree " n=1

m Priklad 2.4 VySetrime absolutnu konvergenciu komplexného radu

v 1
2
ng] (nf_] )2;17
3. L el
n=1

1. Pouzijeme d”Alembertovo kritérium pre komplexny rad

fim |20 = gy |23 L L VIO,
n—soo T e _ay =35 10 '
Zn (1-3j) 1-3j| /10

Rad konverguje absolutne.
2. Pouzijeme Cauchyho odmocninové kritérium pre komplexny rad

N
o,V lenl = i,

Rad konverguje absolutne.
3. Pouzijeme Cauchyho odmocninové kritérium pre komplexny rad

an| = {/|ein| = |ed | = [cos1+jsinl| = Veos2 1 +sin? 1 =1 = 1,

odkial vidno, Ze rad i el” je divergentny.
n=1

2.2 Komplexnd funkcia komplexnej premennej
Definicia 2.2.1 — Komplexnd funkcia komplexnej premennej. Zobrazenie z podmnoziny
komplexnych &isel do roziirenej mnoziny komplexnych &sel, £ (z) : C D Dy — C, kde C = CU {0}
sa nazyva komplexnd funkcia komplexnej premennej

@) =woy) =ulxy)+jvxy),

kdeRe f (z) = u(x,y) jejej redlna éast alm f (z) = v (x,y) je jej imagindrna cast (x,y € R).

p ) Upozornime este na jednu dolezitd skutocnost, oproti funkcii redlnej premennej nevyzadujeme
jednoznacnost zobrazenia f(z) : Dy — C, a teda toto mdze byt mnohoznaéné, t.j. jednémuz € Dy

mdze byt priradenych viac bodov f (z) € C.

m Priklad 2.5 Uréme redlnu a imagindrnu cast funkcie komplexnej premenne;j
L f(2)=22—jz+1,
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3. f(r) =1
1. PrepiSeme si komplexni premennd pomocou redlnej ¢asti x a imagindrnej Casti y, t.j. 2 = x+j.
Potom
f@) = (x y) (c+iy)® =i (x+jy) + 1 =2 +2jxy—y* —jx+y+1

=y y+1+j 2xy—x).
A vidime, Ze redlna Cast je
Ref(z) =u(x,y) =2~y +y+1
a imagindrna Cast je
Imf(z) =v(x,y) =2xy—x.
2. Opit prepiSemez =x+jyaz =x—]y. Potom
f@) = wloy) =x—jy=j(x+iy)* =x—jy—j (@ +2xy—)’)
= x—jy—ji+2y+jy  =x+2xy+j (- —y—»?).
Redlna a imagindrna Cast funkcie f (z) je
Ref(z) = u(x,y)=x+2xy,
Imf(z) = vixy)=-x-y-y.
3. Podobne ako vyssie

I x—jy x—jy

7)) = wxy) = — - = = )

O = wiey) = e R =
odkial

Ref(z) = ulxy)=

X
x2+y2’

mf(@) = vl =57

m Priklad 2.6 Uréme inverznt funkciu ku komplexnej funkcii

14z
1+jz

f2)=
Pre inverznt funkciu musi zrejme platit
1+/7'(2)
L+jf1(2)’
odkial dostdvame vyjadrenie £~ (z) inverznej funkcie k funkcii f (z) v tvare
e(1+if7 ( ) = 1+,
z+JZf "2 = 1+ (),
jzf” ( )~z 1—z,
@ ( -1

“1(z

= 1-gz
11—z
je—1

)
)
)
)

2.3 Limita a spojitost’ funkcie komplexnej premennej

Definicia 2.3.1 — Limita funkcie komplexnej premennej. Hovorime, ze komplexné &islo Lje
limitou komplexnej funkcie komplexnej premennej f (z) : C D Dy — C v &sle (bode) zo, ak pre kazdd
postupnost {2, },_, zn # L, pri¢om z, patri do defini¢ného oboru funkcie f(z), ktord konverguje

k bodu (&slu) zo, prislusnd postupnost funkénych hodnot { f (z,) },._ konverguje ku komplexnému
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¢islu L. Tato skutoénost zapisujeme

lim f(z) = L.

7—20

Veta 2.3.1 — Limita funkcie komplexnej premennej. Funkcia f(z) : C D Dy — C, kde
f(z) =u(x,y)+jv(x,y), md v bode zo = x90 +jyo € C limitu L = a+jb € C prave vtedy, ked
majt v bode (xo,yo) limitu redlne funkcie dvoch premennych u (x,y) av (x,y), t.j.

lim f(z) =L & Iim u(x,y)=a A Iim  v(x,y) =0.
ZHZOf( ) (%)= (x0,0) (x.7) (x,9)—(x0,0) (x,7)
Dékaz. 1. Najprv dokdzeme nutnt podmienku existencie limity komplexnej funkcie. Nech teda
lim f (z) = L, potom plati
Z—20

(@)=Ll =\ (W (x,y) ) + (v (r.y) =) < £ >0,
a preto na nejakom okoli bodu z
e > |f(2)—L|=u(x,y)—al,

e > |f(z)—L[=P(xy)—b|
Odkial vyplyva existencia limit ~ lim  u(x,y) =aa lim v(x,y)=0.

(x,y)—(x0.y0) (x,y)—(x0.30)
2. Terazpredpokladajme,ze  lim  u(x,y)=aa lim v(x,y) =b.Zdefinicie dostaneme
(x,y)—(x0.y0) (x.y)—(x0,y0)

nerovnosti
|u (xvy) - a‘ <

MmN m

\v(x,y)—b| < )

pri lubovolnej volbe kladnej konstanty €, na nejakom okoli bodu (x,yo). Potom

£ (2) = (a+jb)| < |u(x,y) —a| +|v(x,y) —b| < §+§ —e.

To dokazuje existenciu lim f(z) = L.
Z—20

Pre limitu komplexnej funkcie komplexnej premennej f (z) v bode zg budu platit analogické vlastnosti
ako pri redlnej premennej, tym méme na mysli nasledujtce tvrdenia, ktorych dokazy s analogické analyze
redlnej premenne;.

Veta 2.3.2 — Vlastnosti limity funkcie komplexnej premennej. Nech existuju lim f(z) =
20

Ly, Zlggg (z) = L.
1. Funkcia md v bode nanajvys jednu limitu.
.l =|L
2 lim [£(2)] = [Ly
3. lim (f(z) +g(2)) = Lf + Ly,
7—20
4 lim (f(2)-g(z)) =Ly Ly,

7—20
on £ _ Lr
> Zli)rg) gx) T Ly’ Akl =0,

6. lim f(z) = 0 prdve vtedy, ked lim |f (z)| =0,
220

Z—20

5
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7. lim f (z) = oo préve vtedy, ked lim |f (z)| = eo.
%

Z—20 —20

Veta 2.3.3 — Limita zloZzenej funkcie komplexnej premennej. Nech existuju lim g (z) = Ly,
220
lirILl f (w) = Ly, pri¢om pre vietky z patriace do nejakého prstencového okolia bodu zg plati g (z) #
wW—rLg

L,. Potom v bode z existuje limita zloZenej funkcie f (g (z)) a plati

lim /(g (2)) = lim f (w) = L.

20 w—Lg

a Priklad 2.7 Vypocitajme limitu funkcie komplexnej premennej
2242j

. lim =

z—14j

. 2 3 . 3.

> lim %
7= —j ot

1. Prvotne skusime dosadit priamo za premennt z = 1 +j

2 12 142 +2) 142 —1+2j 4G 1+ 4j-—4
T R U # D Y el e I ¥ N, U S
a4 2= 2] 1+j—2j 1—j I—j 1+4j 2
2. Po dosadeni za premennti z = —j dostaneme neur¢ity vyraz [0/0], preto vyraz upravime, aby sme
eliminovali nulovy faktor v ¢itateli i menovateli, t. j.
2 . . . . .
3 3 3 3 —j+3 1 3
hmz+(2+J)z+J — lm (Zﬂ,)(”,):um (z+‘): J‘+_JT:7+7J..
ey 2l - (24))(e=)) =) S-id 202

Definicia 2.3.2 — Spojitost' funkcie komplexnej premennej. Nech je dand funkcia f (z) :
C>o Dy — CamnozinaA C Dy anechbod zg € A.

Hovorime, ze funkcia f (2) je spojitd v bode zo vehladom na mnozinu A préve veedy, ked k lubovolnému
okoliu 0 (f(z0)) existuje okolie 0 (z0) také, ze f (0 (z0) NA) C 0 (f(z0)).

Hovorime, ze funkcia f (z) je spojitd na mnozine A préve vtedy, ked je spojitd vzhladom na mnozinu
A v kazdom bode mnoziny A.

Hovorime, Ze funkcia f (z) je spojitd, ak je spojitd v kazdom bode Dy.

Veta 2.3.4 Nech f(z) : C D Dy — Cazg € A C Dy je hromadny bod* mnoziny A.
Potom je funkcia f (z) spojitd v bode zg vzhladom na mnozinu A prave vtedy, ked plati

lim f(z) = f(z0) -

7—30
Z€EA

“Hromadny bod mnoziny M je bod, v ktorého prstencovom okoli sa nachidza nekoneéne vela bodov mnoziny M, pricom
samotny bod moze ale nemusi patrit do tejto mnoZiny.

Dékaz. Vyplyva priamo z Definicie 2.3.2. |

Na zaklade Definicie 2.3.2 a Vety 2.3.1 a vlastnosti limity funkcie komplexnej premennej vyplyvaju nasledu-
jace tvrdenia.

Veta 2.3.5 Funkcia f(z) = u(x,y) +jv(x,y) je vbode zo = xo + jyo spojitd prave vtedy, ked st
v bode (xq,y0) spojité redlne funkcie u (x,y) a v (x,y).
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Veta 2.3.6 Nech f(z) : CD> Dy — Cag(z) : C D Dy — C st spojité v bode zo.
Potom 4 funkeie £ (2) + ¢ (2, £ (2) — 8 (2)s £ (2) -8 (2), | (2)] st spojieé v bode 20 2 ak g (20) # 0,
tak je spojitd aj funkcia E ; v bode zo.

Komplexnd funkcia redinej premennej

Speciélnym pripadom komplexnej funkcie je komplexnd funkcia redlnej premennej, t. j. zobrazenie
g(t) : R > Dy, — C. V tomto pripade (zobrazenie z redlnej osi na komplexnd rovinu) oznacujeme
nezdvisld premennt t € Dy C R a zdvisla premennd z € C, ¢ize

z=g(t) = x(t) +jy(1),

kdeReg(r) = x(r) almg(t) = y(¢).
Nakolko ide o $pecidlny pripad komplexnej funkcie, vSetky predchddzajice tvrdenia o limitich a spojitosti
funkcie zostdvaja v platnosti.

—jm

jt _
tﬂ”e ykdety = 7.

= Priklad 2.8 Vypoditajme thgl g(t),akg(t) =
0
Dosadime do funkcie g(7) hodnotu #y

L t=jT . t—jm . T—jm .
lim——el)' = lim——— (cost+jsint) = ——— [ cosm+jsinm
15Tt +]T 15Tt +]T T+]7 Rzl-’ \Of-’
_om—jm_—m(l-j) _ 1-j 1-j_ (1-j)
t+jr 7w(1+j) I+ 1—]j 2
) T |
- >~ 2 )

Definicia 2.4.1 Nech je dan4 funkciag(t) : R > D, — C

8(1) = x(1) +jy(1),

kdet € [a,b] C Dg. Potom urdity, resp. neurcity integral funkcie g(7) definujeme nasledujtico

b b b
/g(t)dt:/x(t)dt+j /y(t)dt

resp.

/ o(t)dt = / X(0)de+] / V(1)d

ak integrily na pravej strane rovnosti existujd.

n Priklcd 2.9 Integrujme komplexnd funkciu redlnej premennej

1+t
L. fl —7dr,

2. fej’”dt,kdenGN*.
—TT
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1. Hladdme primitivnu funkciu vzhladom na premenna ¢
1

1 1

1+jt 1+ijr14j 1+2jt — 2

L‘!dl‘ +Jtﬂdt:/¢dt

1—jt 1—jt1+jt 1+12

0 0 0
P / 2t 1z2+1 /
= dr +j dr — dt

/1+t2 +J/1+t2 1+12 +/
0 0 0 0

1

[arctant](l) +j [In ‘ 147 H(l) — [t]p + [arctan];

2. Exponencidlny tvar si prepi$eme na goniometricky

s =nt
fi fi ds = ndr
i . s=n
/eJ"’dt = /(cosnt +jsinnt)dt =
tl|n -m
- - s H nw  —nw
1 1 nmw
= [sins—jcoss}
n n —nz

1

sin(—¢@) = —sin@
cos(—@) =cos@

/ /

I . . . .
= —SINANKT—]—COSNT+ —SINNT+]—COSNT
n\,—/ nH/_/ n\,—/ n\,—/
=0 =(=1)" =0 =(=1)"
1 1

i (1) (<1 =0,

Definicia 2.4.2 — Jordanova krivka. Kazdé¢ spojité zobrazenie g(7) : R
krivka v Gaussovej rovine.

Bod g(a) sa nazyva zaciarocny a bod g(b) sa nazyva koncovy bod krivky g.
Krivka g je uzavretd, ak plati g(a) = g(b).

g(th) # g(t2).

Kazdd jednoduchd uzavretd krivka sa nazyva Jordanova krivka.

I' = g([a, b)) sa nazyva graf krivky g(t).

v kazdom bode ¢ € [a, ] spojitd a nenulovti prva derivaciu g’ (7).

1

1+ﬂm

T 042114047 -0= T~ T+jn2

. . 1. 1
—sinnm —j—cosnw — —sinn (—7m) +j—cosn(—1)
n n n n

D [a,b] — C sanazyva

Krivka g sa nazyva jednoduchd, ak pre vietky &isla 1,1 € [a,b] také, 2¢ 0 < |t —t;| < b — a plati

Désledok 2.4.1 — Graf krivky. Ak g(z) : [a,b] — C je krivka, potom mnozina bodov z roviny

Definicia 2.4.3 — Hladka krivka. Krivku g(¢) : [a,b] — C nazjvame hladkym oblikom, ak ma

Definicia 2.4.4 — Po Castiach hladka krivka. Krivka g je po castiach bladkd krivka, ak existuje
delenie intervalu [a,b], dané deliacimi bodmi a =1y < t; < ... < t,, = b tak, aby platilo [a,b] =
U, [tk—1, ], Ze nakazdom z tychto podintervalov je prvd derivdcia g'(r) spojitd a nenulova.
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R Pochopitelne nepredpokladdme existenciu derivacie v deliacich bodoch, ale tychto je nanajvys spoéitel’nei
vela.

p) AkTjeoznatenim krivky, potom g(t) oznacujeme ako parametrizdcin krivkyI'. Jedna krivka moze
mat niekolko réznych parametrickych vyjadreni.

Definicia 2.4.5 — Orientdcia krivky. Nech g(¢) : [a,b] — C je Jordanova krivka a mnozina I’ =
{g(t) € C|t € [a,b]} jejej graf.

Hovorime, ze krivka g je kladne orientovand, ak prizmene t od a do b sa bod g(t) pohybuje po grafe
I" proti smeru pohybu hodinovych ruciciek.

V opa¢nom pripade je krivka zdporne orientovand.

R ) Niekedy sakladny smer orientdcie krivky definuje aj tak, Ze pri prechode po krivke v smere jej orien-
técie sa jej vnutro nachddza na lavej strane od pozorovatela.

Désledkom predchddzajucich predstdv je tzv. Jordanova veta, ide o trividlne tvrdenie (s netrividlnym
dokazom), ze kazda Jordanova krivka rozdeli rovinu na dve disjunktné oblasti: vnutro a vonkajsok krivky.

R Jordanova veta: Nech g(t) : [a,b] — C je Jordanova krivka s grafom I,
Potom platf

@\FZQlLJQz A QN =0,
kde 1, €2 st jednoducho suvislé oblasti, pre kroré plati
0Q; =dJ =T,

kde dQ predstavuje hranicu oblasti Q.

Definicia 2.4.6 — Vnitro a vonkaj$ok krivky. Nech g(¢) : [a,b] — C je Jordanova krivka
s grafom I" a nech C \I' = Q; U, je predchddzajtci rozklad.

Potom oblast, ktord obsahuje bod oo, nazyvame vonkajskom krivky I" (ozn.: extI’) a druhd z nich je
vnditrom krivky I (ozn.: intI).

Definicia 2.4.7 — Otvorend mnozina. Mnozina Q C C je otvorend mnozina préve vtedy, ked
s kazdym svojim bodom z € Q obsahuje aj isté jeho €-okolie 0 (z,€) C Q.

existuju dve disjunktné mnoziny G a H také, ze plati
. QCGUH,
2. GNQ#QaHNQ #0.

V opacnom pripade nazveme mnozinu € szvislon.

| Definicia 2.4.8 — Savisld mnozina. Mnozina Q C C nie je sivisldi mnozina préve vtedy, ked

Definicia 2.4.9 — Oblast’. Otvorend stvisld mnozina sa nazyva oblast.

Komplexné ¢islo v Gaussovej rovine mézeme chipat ako bod v tejto rovine. Podobne si mdzeme predstavit
tento bod ako koncovy bod vektora so zac¢iatkom v stiradnicovom systéme. Tym pidom aj komplexnd

'Spo¢itatelnd mnozina je mnozina, ktord mé v istom zmysle nanajvys ,,rovnako vela“ prvkov ako mnozina prirodzenych &isel.
Presne je spocitatelnd mnozina definovand ako mnozina, ktorti mozno bijektivne zobrazit na podmnozinu prirodzenych &isel.
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spojitd funkcia redlnej premennej g(¢) : [a,b] — C, opisuje v Gaussovej rovine krivku I" s parametrickym
vyjadrenim z = g(t) = x(t) +j - y(t), ktort nazyvame hodograf.

m Priklad 2.10 Urcte hodograf komplexnej funkcie redlnej premennej g(¢) na prislusnom intervale

a geometricky ho interpretujte:

S R o

g(t)=1—jiprer €[0,2],

g(t) =t+143jt,pret € (—oo,00),
g(t)=2+1t+j(1+1),pret € [1,2],
g(t) =t+1 pret € [l,00),
g(t)=e'+je? pret €[0,1],

g(t) =e¥" —j,pret € 0,27,

g(t) =2(cost +jsint), pret € [%,3X].

. Vyjadrime si redlnu a imagindrnu zlozku

x(t) = 1,
y() = -, t€10,2].
Hodografom je tse¢ka AB so zactiatoénym bodom A = (1,0) a koncovym bodom B = (1,—2).
Ay =Imz
1
) A x - Rez
Y S— B
v

Obr. 2.4.1: Hodograf z Prikladn 2.10 1.

2. Zo zlozkového vyjadrenia dostdvame

x(t) = t+1 = r=x—1,
y() = 3t = y=3(x—2)=3x—-3, t € (—oo0,00).
Hodografom je priamka AB pretinajica os 0, v bode A = (0,—3) aos o, vbode B = (0,1).

y
ky=Imz

—

A

B x=Rez

_3/A
\/

Obr. 2.4.2: Hodograf z Prikladu z.10 2.
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3. Podobne
x(t) = 2+t = t=x-2,
y(t) = 14t = y=1l+x—-2=x—1, te(l,2].

Hodografom je ise¢ka AB so zatiatoénym bodom A = (1,0) a koncovym bodom B = (2, 1).
4 y=Imz

B

1..
/

>»

A 2 x=Rez

A

\4

Obr. 2.4.3: Hodograf z Prikladu 2.10 3.

4. Zo zlozkového vyjadrenia
x(t) = t,

1
y(t) = ;7 te[laoo)v
je jasné, ze hodografom je obltik hyperboly AB : y = 1 so zadiatoénym bodom A = (1,1) do

nekoneéna.

y=Imz

A

v
Obr. 2.4.4: Hodograf z Prikladu 2.10 4.

5. Parametricky je funkcia dand

x(t) = ¢,

y(it) = e¥,  rtelo,1],
ak odritame od kvadritu prvej zlozky druhd, dostaneme zrejme nulu

eZl _621 —_ 0’

a teda

¥ —y=0 = y=x% xe[e=1le'=¢e].

Hodografom je obluk paraboly AB : y = % so zadiatoénym bodom A = (0,0) akoncovym bodom
B=(1,1).
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Ay=Imz ,

y=Xx

A

\4

Obr. 2.4.5: Hodograf z Prikladu 2.10 §.

6. PrepiSeme si funkciu v goniometrickom tvare

g(t) =e¥" —j =cos2r+jsin2r —j,

odkial

x(t) = cos2t = x* = cos? 21,

y(t) = sin2r—1 =  (y+1)?=sin’2s,
¢o v rovnosti zrejme ddva

cos?2t +sin2t = 1,

C++1)7? = 1
Hodografom je dvojndsobnd kruznica so stredom v S = (0, —1) a polomerom p = 1.

“y:ImZ

A

x=Rez
-1t S 2 krat

\/

Obr. 2.4.6: Hodograf z Prikladu 2.10 6.

7. Parametricky

x(1) = 2cost, /()2
. » (T
y()=2sint, /()
4cos’t +4sin’t = 4,
Py = 4

Hodografom je ¢ast kruznice so stredom v S = (0,0) a polomerom p = 2 so zatiato¢nym bodom
A =(0,2) akoncovym bodom B = (0, —2).
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“y:Imz

A

A

4

B

x=Rez

Obr. 2.4.7: Hodograf z Prikladu 2.10 7.

2.5 Cyvicenia

Cvicenie 2.1 Vypoditajte limitu postupnosti komplexnej premenne;:

a) lim (5 +] (Hﬁ)"),
b) lim <2n2—3n+4 +J n2—1> ,

e 3n2-2 n2+1
. 3n+l+jn+l

¢ lim (—+—=—).

) n—>°°< SEeiE

CviCenie 2.2 Nijdite sacet radu:

v 1
) L e

Cvicenie 2.3 Vysetrite konvergenciu radu:

N
[N aek
—
—
L
~—

E

-

Cvicenie 2.4 Urcte redlnu a imagindrnu cast funkcie:

a) f(z)=2+1,

b) f(z) =argz,

| | |
L & L
S =
o187 018
3=
— k.
oS +
S~
N———
u&

0=(2)fur’

['sqe afnS1oauoy]

[sfnS12a1p]

['sqe anS1oau0Y]

‘0>49>xaid ‘Tuepre+u—
‘0> «‘g=xad
‘0< €0 >xaxd
‘o< o=xaxd
M DA< xard

[H—xz—zﬂ—zx — (2
A=gp—x—4

‘T _
X x
‘X uejoIe + x
x4
v x
‘Xumom

1+X7— X
A G o

[sz: @) fup 4 L — x= (Z)fsa]

=(2) /oy

= () /o]
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D f@)=jlk=1]- e+ (1= ) = () furo = () fox

Cvicenie 2.5 Vypoditajte:
- 3742722745
L [Fy+1]

a) fl(l —jr)ds, =

(=]
._.

j

|

[curf—1—£]

( %> e

d) f cost -el'dr.
—TT

1
) J
0
2
) S
1

[0]

Cvicenie 2.7 Uréte hodograf funkcie g(1):

a) g(t) =acost+jbsint, kdea,b € Rogat € (—oo0,00), [I _d, BSdI[Q}
=X

b) g(t) =1*+ tj_za kder € R\ {0}, [O < xord <X ‘ =« [quaqu qn[qo]
)

o) g(t) =ael +leJ" kdea € Rogat € (—o0,00), [I _ ( Bsdlls]
Z

d) g(t)=r+jV1—1t*,kdeaeRogar € [—1,1].

| Cvicenie 2.6 Vypoditajte integrily komplexnej funkcie redlnej premennej:
‘ [O Zxoxd e = ((—|— X druzny >[n[qo



3.1

erivacia funkcie h%ﬁ;rfn’é—fun cia
o) B

Derivacia funkcie komplexnej premennej
Definicia 3.1.1 — Derivdcia funkcie komplexnej premennej v bode. Hovorime, Ze kom-
plexné funkcia komplexnej premennej“ f (z) : C D Dy — C mdvbode zg € C derivdciu f'(zo) préve
vtedy, ked existuje kone¢nd limita

tim L)~ f(z0)

720 Z—20

= f'(z0)-

4V dalSom sa pod pojmom komplexna funkcia bude mysliet vo vieobecnosti komplexnd funkcia komplexnej premennej.

® Ak oznadime privastok nezdvislej premennej 7z — zo = Az € C, mdzeme tiez deriviciu komplexnej
funkcie v bode definovat ako

. flzo+Az2) — f(z0)
Alzlglo Az

= f'(z0)-

V predchddzajicej limite sme predpokladali Az — 0, pricom je toto ¢islo komplexné, preto sa k nule
moézeme blizit mnohymi rdéznymi spdsobmi na rozdiel od redlnej limity, kedy mdme v podstate dve
moznosti: Ax — 0T alebo Ax — 0. Skuto¢nost, ze md komplexnd funkcia v bode deriviciu, znamend,
ze vietky definujuce limity vychddzaji rovnako pri vsetkych sposoboch, ktorymi sa Az blizi k nule.

® Derivicie vy$sich ridov komplexnej funkcie zavidzame obvyklym spdsobom.

® Pokial existuje f”(z0), je komplexnd funkcia f(z) definovand vistom okoli bodu zg, ¢o je implicitne
obsiahnuté v poziadavke existencie limity v Definicii 3.1.1.
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Definicia 3.1.2 — Diferencidl komplexnej funkcie v bode. Hovorime, Ze komplexnd funkcia
f(2) :C D> Dy — Cjevbodezg € C diferencovatelna, ak existuje ¢islo A € C afunkcia 1) (Az) spojitd
vbode 0a nadobuidajica v tomto bode hodnotu 0 také, Ze pre vietky Az z okolia bodu 0 sa d4 prirastok
funkcie vyjadrit v tvare

f(z0+Az) — f(20) = A-Az+Az-n (Az). (3.1)

Vyraz A - Az nazyvame diferencidl funkcie f (z) v bode zo a oznacujeme ho df(zo).

Veta 3.1.1 Komplexnd funkcia f(z) : C D Dy — Cje v bode z9 € C diferencovatelnd préve vtedy,
ked md v bode zg derivaciu a platf

df(z0) = f'(z0) - Az.

Dékaz. Nech existuje limita f(z0), potom md funkcia 1] (Az) definované (v istom okoli bodu 0) vzta-
hom

L (f(z0+A2) — f(z0)) — f(z0), preAz#£0,
n(Az) =
0, pre Az =0,

vbode 0limitu 0, takze je v O spojitd. Funkcia ) (Az) vyhovuje rovnosti (3.1) Definicie 3..2 pre A = f(zy).

Nech naopak existuje diferencidl funkcie f (z) v bode zo, potom plati rovnost (3.1) Definicie 3.1.2 na istom

okoli bodu 0 a pre ur¢itt konstantu A, pricom Alimon (Az) = n(0) = 0. Pre Az # 0 vyplyva z (3.1)
I—

Definicie 3.1.2 rovnost

1

E(f(Zo+AZ)—f(ZO)) =A+n(A7).

Prava strana ma pre Az — 0 limitu rovnu &islu A, odkial je zrejmé, ze i lava strana ma pre Az — 0 konecnt

limitu, tym pddom existuje f’(z0) = Alim0 W [ |
Z— ’

= Priklad 3.1 Vypoditajme derivéciu funkcie komplexnej premennej f7(z), ak
L @)=,

2. f(z) =zRez
1. Podla definicie hladime limitu .
limM = lim 9 = lim SR L S SIS IF A S A
=20 Z—20 =20 T— 20 220
= nzgfl.

2. Funkcia f(z = x +jy) = zRez = x> + jxy je spojitd na C, ked?e funkcia Re f(z) = x

Im f(z) = xy st spojité na R?. Vypotitajme teraz deriviciu v bode zo = 0. Podla definicie plati
f(2) = f(z20) zRez

lim = lim =limRez =0,
=20 Z—20 z—0  Z z—0

a aj

gize f'(0) = 0.
Nech zg = x0 +jyo # 0, v takom pripade mozeme pisat

lim f&)—f(z0) _ lim x* — x5+ (xy — xoy0)

= 220 = x—xo+j (y—yo)
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Najskor vypocitame limitu pre z — zo po priamke x = xg

_ 2020 ey — e
lim 7 =S G0) _ pyy 0Ty mx0v) g, 0 bm0) G g
N z—2 v x—xo+j(y=yo) 3230 j(y—yo)

Podobne z — zp po priamke y = yo

- 22y
lim f(z) — f(z0) ~ lim X" —x5+] .(xy X0)0) = lim (x—0) +jo
B 22 0 x—xo+j(y—yo) £

= xp—Xo+jyo=Rezo+z0.
Pre zo # 0 sa Rezg # Rezp + 20, a preto funkcia f(z) = zRez nemd deriviciu v Ziadnom bode

z#0.

Veta 3.1.2 — Zdkladné vlastnosti derivacie komplexnej funkcie komplexnej premennej.
Nech f(z) : C DDy — Cag(z) : C D Dy — C st dve komplexné funkcie, ktoré maju v bode zg
derivdciu. Potom maji v bode zg derivéciu aj nasledujice funkcie a plati

. (cf) (z0) =c- f (20),Vc €C,

2. (f£8) (20) = f'(20) £ ¢ (20),

3. (f-8) (z0) = f' (20) - 8 (z0) + f (20) - & (20)

4. ak okrem toho este plati g(z9) # 0, tak

f " f(20)8(z0) — f(20) & (0)
(5) @= @)

5. Nech v bode wy = g(z9) mé deriviciu komplexnd funkcia f(z), potom mé zlozend funkcia
fogvbode zg deriviciu a plati

(fog) (z0) = f (g(z0)) & (z0) -

6. Nech funkcia f(z) definuje zobrazenie, ktoré je homeomorfizmus® a nech wo = f (zp). Potom
md aj funkcia £~ ! (w) deriviciu v bode wy a plati

_ 1
~ f'(20)

“Homeomorfizmus alebo topologicky izomorfizmus je v topoldgii spojité bijektivne zobrazenie medzi dvoma topologic-
kymi priestormi, ktoré mé spojité inverzné zobrazenie.

F " (wo)

= Priklad 3.2 Vypoditajme derivéciu funkcie komplexnej premennej f'(z), ak je tito dand

6
+z
— 1442584+ (P mjrt )43 =)+
f(z) +i4+2i7 + (27 —jz+1)("+ 3z J)+z3—z2+1
Derivujeme funkciu podla premennej z obvyklym postupom
flz) = 10j2*+ (B2 —j)(*+32 =)+ (@ —jz+ 1) (47 +62)
+(6z5+1)(z3—z2+1)—(16+z)(3z2—22)

(B-22+1)



44 Kapitola 3. Derivdcia funkcie a holomorfna funkcia

Désledok 3.1.3 Ak m4 komplexnd funkcia f(z) : C D Dy — C v bode zq deriviciu, je v tomto
bode spojitd a konecna.

Nasledujtce tvrdenie je jedinym podstatnym rozdielom oproti diferencidlnemu poctu redlnej premenne;.

Désledok 3.1.4 Ak mé komplexnd funkcia f (z) : C D Dy — C derivéciu na nejakej oblasti, potom
m4 na tejto oblasti spojité derivicie lubovolného ridu.

Definicia 3.1.3 — Holomorfnost funkcie komplexnej premennej. Hovorime, ze funkcia
f(z) : C > Dy — Cje holomorfnd v bode zo € Dy, ak v istom okoli bodu zo mé deriviciu f'(z).
Hovorime, ze funkcia f(z) : C D Dy — C je holomorfnd v oblasti Q C Dy, ak existuje okolie bodu
20, 2e mé f(z) derivdciu v kazdom bode tohto okolia.

roviny a nech je dané funkcia f(z) : C > Dy — C.
Bod zg sa nazyva reguldrny bod funkcie f(z), ak f(z) je v bode zo holomorfna.
Bod z¢ sa nazyva singuldrny bod funkcie f(z), ak f(z) nie je v bode zo holomorfna.

Definicia 3.1.5 — Izolovany singuléry bod. Nech zy € C je lubovolny bod rozsfrenej kom-
plexnej roviny a nech je funkcia f(z) : C D Dy — C holomorfni v prstencovom okoli bodu zo, ale
nie je holomorfna v bode z.

‘ Definicia 3.1.4 — Reguldrny a singuldrny bod. Nech zy € C je lubovolny bod komplexnej

Potom bod z sa nazyva izolovany singuldrny bod funkcie f(z).

Ak je funkcia holomorfnd v bode, potom je v tomto bode diferencovatelnd. Naopak to neplati.
Vid. Priklad 3.1 1., v bode zo = 0 m4 funkcia f(z) = zRez derivéciu, ale nie je holomorfnd, lebo
neexistuje okolie tohto bodu, v ktorom by mala derivéciu.

Veta 3.1.5 — L Hospitalovo pravidlo pre funkcie komplexnej premennej. Nech funkcie
f(2):C>Df—Cag(z): C DDy — Cstiholomorfné v oblasti @ C Dy N Dy, nech pre z9 € Q
plati f (z0) = g (z0) = 0, pri¢om plati g’ (z0) # 0.

Potom plati

Dékaz. Pre holomorfné funkcie v bode zg € Q existuje také okolie bodu 2o, Ze pre vSetky z # z¢ z tohto

okolia plati
f(@)—f(z0) f(2)—f(z0)
A =T = W
g(z) 8(z)—g(z0) ’ 7—20 g(z) 7—20 8(z)—g(z0) g/ (Z)’
7—20 7—20
¢o bolo treba dokizat. [ |

R Vhodnymi algebrickymi tpravami mézeme L Hospitalovo pravidlo pouZit aj na neurdité vyrazy

typu [Z],[0- oo, [0 — oo,

m Priklad 3.3 Pomocou L"Hospitalovho pravidla vypocitajte nasledujtce limity
Tl
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349 2_a: ;
. Z42(—1)z"=3jz+14j
2 Zgrlrij =334222427—4

1. Riesime obvyklym spoésobom

PSRl L.
=it =1 =43 43 2
2. Podobne
. 221D =3jz4+1+] . 32443 —1)z-3]
lim = lim
=l =383 4272422—4 —l-j 473 —972 44742

3(1-§)2+4G - 1)(1-j)-3j
41— =91 —j)P+4(1—j)+2
—j 31
_ = +—j.
246 20 ' 20

3.2 Cauchyho-Riemannove rovnice

Dostédvame sa k tomu, v ¢om sa pojmy derivicie komplexnej funkcie a derivécie redlnej funkcie navzdjom
lisia. Tento rozdiel tvori podstatu odlisnosti analyzy komplexnej a redlnej premennej.

Veta 3.2.1 — Cauchyho-Riemannove rovnice. Nech funkcia f(z) : C D Dy — C, f(z) =
u(x,y) +jv(x,y) md deriviciu f’(z) v bode zo = x¢ +j yo.

Potom funkcie u (x,y) a v(x,y) maju parcidlne derivicie prvého rddu v bode zo, pre ktoré v tomto
bode platia Cauchyho-Riemannove rovnice

du(xp,y0)  9v(x0,¥0) du (xo,0) v (x0,y0)

ox oy dy ax (2)

Dékaz. Pre deriviciu funkcie f(z) v bode zg = xo +jyo plati

1 (ao) = Jim TETEIZS0),

Pri oznaceni Az = Ax+j Ay, Ax, Ay € R, mi tento vztah tvar

f'(z0) = lim u(xo + Ax, yo +Ay) — u(x0,y0) +J (v (xo + Ax, yo +Ay) — v (x0,)0))
0 Az—0 AX—l—jAy .

Pre Az = Ax+jAy — 0, $pecidlne Ay = 0, dostdvame

u (xo + Ax,yo) — u(x0,¥0) v (x4 Ax,y0) — v (x0,¥0)

/ - .
fz) = Jim Ax 3 {im, Ax
) d
_ 9u(xo,y0) L v(x0,y0) (33)
8)( (9)(3

Podobne pre Ax = 0 mdme

u(xo0,yo +Ay) —u(xo,¥0) v (x0,y0 + Ay) — v (x0,Y0)

/ — 1. . 1-
flo) = fim iAy I iAy
. du(xo,y0)  Iv(x0,Y0
dy dy

Porovnanim (3.3) a (3.4) dostdvame Cauchyho-Riemannove rovnice. |
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Propozicia 3.2.2 Cauchyho-Riemannove rovnice zodpovedajiice predchddzajicemu ozgnacenin moZeme
ekvivalentne zapisat v tvare

af _ .Idf

F - a*yv (3s)
kde

df du . dv df du . dv

9x _ox J9x  dy ay Iay
Cauchyho-Riemannove rovnice a s nimi ekvivalentny vztah (3.5) vSak nemoézu byt urcujtce pre existen-
ciu derivicie f'(z0) podla Definicie 3.L.1, pretoze zdvisia iba na spravanf sa funkcie f(z) na priamkach
prechddzajucich bodom z rovnobeznych s redlnou aimagindrnou osou. Preto je nutné sa na problematiku
pozriet cez optiku okolia bodu, ¢im sa dostdvame k vyuzitiu pojmu diferencovatelnosti funkcie v bode.

Sformulujeme a nisledne dokdzeme opaénu implikaciu Vety 3.2.1.

Veta 3.2.3 Nech funkdia f(z) : C D Dy — C, f(z) = u(x,y)+jv(x,y) méd diferencovatelné funkcie
u(x,y) av(x,y) vbode zo = (x0,y0), a nech platia v tomto bode Cauchyho-Riemannove rovnice,
potom existuje f’(zp).

Dékaz. Predpoklad diferencovatelnosti funkcii u (x,y) a v (x,y) v bode (xo,yo) mozeme vyjadrit

du (xo, du (xo,

o+ Aro +83) —ulao) = 20 pc PO 5y g (acay),
v (xo, v (xo,

v (xo+Ax,y0+Ay) —v(x0,¥0) = V(;(;cyO)AH V(;(;yO)Ay+ny(Ax,Ay),

kde du(xo.y0) Julxovo) 9Iv(xo.yo) Iv(xo,Y0)
dx dy dy > dy

st konecné ¢isla a plati

A
Algmo rlx (AxaAy) — O7 hmO ny (AX, y) — 0
A0 4/ (Ax)? + (Ay)? M0 4/ (Ax)? + (Ay)?

Vyjadrime si pomocou uvedenych vztahov pre diferencovatelnost funkcii u (x,y) av (x,y) derivéciu funkcie
f'(z0) v bode zg = (x0,¥0)

f(zo0+Az) — f(z0)

! — 1
f(z0) Azlr~>n0 Az
_ iy W00 A% Yo+ AY) —u(xo,y0) +J (v (¥ + Ax, yo + Ay) — v (x0,)0))
Ax—0 Ax+jAy
Ay—0
) u(xo,)o)Ax_'_ du(xo, yO)Ay+] (av(xmyo)Ax_l_ v(xoyyo)Ay> + 1y (AX Ay) +Jny (AX Ay)
= lim
Ax—0 Ax+jAy
Ay—0
du(x v(x .
— lim u3030) (Ax 4 Ay) +j 200) (AX+JAy)+nx(Ax,Ay) My (Ax,Ay)
Ax—0 Ax+]Ay Ax+jAy Ax—l—jAy
Ay—0
_ au(X07YO)+-aV(XO7)’O)
ox ] ox
(Ax, A Ax)” + (Ay Ax, A Ax)” + (Ay
i | vy VORI @F s VEor@r

2 2 Ax+jA 2 2 Ax+jA
A\ V@ () I P ()

du (xo,y0) . v (x0,¥0)
dx + ox
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Nazaklade predoslého az predpokladu platnosti Cauchyho-Riemannovych rovnic vyplyva tvrdenie doka-

zovanej vety. [ |

Tym sa dostdvame k formuldcii nutnej a aj postacujicej podmienky pre existenciu derivicie komplexnej
funkcie v bode.

Veta 3.2.4 — Nutnd a postacujica podmienka existencie derivacie v bode. Nech funk-
ciaf(z) :CO D —C, f(z) =u(x,y)+jv(x,y) md diferencovatelné funkcie u (x,y) av (x,y) vbode
z0 = (x0,¥0), potom nutnou a postatujicou podmienkou existencie derivicie f'(zo) v bode zg st

Cauchyho-Riemannove rovnice.

Dékaz. Zlaéenim Viet 3.2.1 2 3.2.3 dostdvame tvrdenie Vety 3.2.4. |

Veta 3.2.4 ndm dovoluje zistit existenciu a hodnotu derivicie komplexnej funkcie komplexnej premennej,
na zdklade podmienok, ktoré sa vysetruju v redlnej analyze funkcie dvoch premennych.

Doteraz sme komplexnu funkciu f (z) povazovali za funkciu dvoch premennych f (x,y), ktord ma
komplexné hodnoty. Existencia derivacie vSak vyzaduje, aby tdto funkcia zdvisela od Specidlnej kombindcie
premennych x,y, a to od x +jy. Nastastie také funkcie st velmi zriedkavé medzi vietkymi funkciami dvoch
premennych. Ciastoéne tym kompenzujeme nevyhodu, Ze si komplexnt funkciu nemézeme vizualizovat
grafom. Grafom komplexnej funkcie je sice dvojrozmerna plocha, aviak vo §tvorrozmernom priestore
C x C, ¢o sa naozaj dost ndro¢ne znézornuje.

Nickedy sa podmienka diferencovatelnosti funkeif u (x,y) av (x,y) dokazuje na zdklade silnejsicho tvrdenia

spojitosti ich parcidlnych derivécif %, %’ % a g—;

Désledok 3.2.5 Funkcia f(z): C D Q — C, f(z) = u(x,y) +jv(x,y), je holomorfnd v oblasti Q

rave vtedy, ked m4 v tejto oblasti spojité parcidlne derivicie @, L @, 9v 5 platia na tejto oblasti
p Y ] pojite p dx> dy’> dx> dy p ]

Cauchyho-Riemannove rovnice.
m Priklad 3.4 Uréme deriviciu funkcie
f(z) = x* —y* +2jxy.

Niéjdeme prislusné parcilne derivicie, vySetrime ich spojitost a overime platnost Cauchyho-Riemann-
ovych rovnic.

i ORef(z)

w T e Y=
du JdRef(z)

T TR T
Jdv. dimf(z) o B

e e €0 ) Ea

dv  dimf(z) 9 B

I Fa (2xy) = 2x.

Vidime, ze vietky parcidlne derivicie su spojité pre vietky body komplexnej roviny a takisto tu platia
Cauchyho-Riemannove rovnice, tym padom st splnené predpoklady existencie derivicie funkcie v celej
komplexnej rovine.

1. spdsob: Pre deriviciu funkcie zrejme plati

Ju .dv 0 0
/ _ . _ 2 2 :
F@ ox J Jdx Jdx ( Y ) J dx (27)

= 2x+j2y=2(x+jy) =2z
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2. spdsob: Alebo si mdzeme danu funkciu vyjadrit pomocou premennej z, a to zavedenim substitdcie

ol

2.

3.

Z=x+jy=x=2z—]y
@) = =Y +2xy=(z—jy)’ =y +2jy(z—jy)
= 2 2jzy—y =V 42y +2° =7
Odkial

fz) =1,
f@) =",
fl)=2,
f@)=1s

Overime holomorfnost funkcie, t. j. podla Désledku 3.2.5, ¢i mé spojité parcidlne derivacie prvého
rddu a platia Cauchyho-Riemanove vzorce. Funkcia f (z) =2 =x—jy, kdeu(x,y) =Re f (z) =x

av(x,y) =1Im f (z) = —y, a preto plati
du

ox
du
dy
Jdv
ox
adv
dy

Vidime, Ze funkcia f (z) = Z holomorfnd nie je v ziadnom bode komplexnej roviny.

2
Funkdia f (z) = |z|* = |x+jy|* = (\/x2+y2> =x?+y% kde u(x,y) = x> +y* av(x,y) = 0.

S

Zrejme
3;! = 2y,
a—; = 0.

Funkdia f (z) = |z|* jeholomorfna vjedinom bode, prektory st v platnosti Cauchyho-Riemannove
vztahy, a to (x,y) = (0,0). Derivécia v tomto bode md tvar

du(0,0) . 3v(0,0
£1(0) = ”éx’ ) 1 Véx’ ) —o4jo=o.

Funkcia f(z) =23 = (x+jy)’ =23+ 3jx2y — 302 — jy° mé redlnu zlozku u(x, y) = x> — 3xy?
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aimaginirnu v(x,y) = 3x%y — 3. Parcidlne derivicie tychto zloziek sa

3Z = 3x2—3y2,
g;‘ = Oy,
3; = Oxy,
3; = 3x2—3y2.

Cauchyho-Riemannove rovnice su platné pre vSetky body komplexnej roviny, parcidlne derivécie
st tu spojité, a tak pre deriviciu funkcie plati

du . dv .
f(z) = E—HE = 3x> — 3y +j6xy = 32
4. Plati f (z) = # = ;2::;2 = x2iy2 —j xzi . Odtial
du x? 4y —2x2 V2 —x?
5, T 2 27
ox (2+)2)* (24
du ( s -1y 5 -2 —2xy
- — x-(x +y ) = —Xx- (X _|_y 2};:77
ay ( ) y ( ) (x2+y2)2
v 2xy
dx  (24y)7
v _ 2242 _ Y22
dy (2 +y2)? (2 4y?)

Z uvedencho vyplyva, Ze funkcia je holomorfna na celom svojom defini¢nom obore, t.j. Dy =
C\{z0 = (x0,y0) = (0,0)}. A pre jej derivéciu plati
du . dv y—x . 2y —x2 4+ 2jxy+y? -7
f'@) = ox o T e oo T 2J22 - 2
TOx (@YYt () (> +5?) (|Z|2)

Uvedieme niekolko ¢asto sa vyskytujacich typov prikladov.

m Priklad 3.6 Uréme funkciuw (x,y) = u (x,y)+jv(x,y), ktordje holomorfnd na C, akjej redlna zlozka
je

u(x,y) =x"—y +xy
aplad f(j) = L.

Hladdme imagindrnu zlozku v (x,y). Podla Cauchyho-Riemannovych rovnic pre holomorfnt funkciu

plati

u_av o o
ox  dy’ dy  ox’

¢ize v nasom pripade

du
)
Ix X+,
d
- —2y+x.

ay
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A teda pre funkciu v (x,y) plati

v
)
Iy X+
dv
— = 2y—x
dx o
Prvt z predchddzajucich rovnosti integrujeme podla premennej y a dostdvame
y2
vey) = [ @ety)dy =20+ +e().

kde ¢ (x) je z pohladu premennej y konstanta, nie viak z pohladu premennej x. Dosiahnuty ¢iastkovy
vysledok znovu zderivujeme podla premennej x

v d y? B ,
Ee <2xy—|—2—|-c(x)> =2y+c (x)

a polozime do rovnosti s predchddzajticou parcidlnou deriviciou funkcie v (x,y) podla premennej x, t. j.

2y—x = 2y+cl(x))
—x = ().
Odkial

2
c(x) :/—xdx:—E—l-c,

kde ¢, € R je konstanta.
HIladana funkcia m4 teda tvar

2 2
yoox
:2 —_— —
v(x,y) =2xy+ 7> +c
a celkovo
. 2 )2
w(x,y) =x* —y* +xy+j <2xy+y2—2—|—c>

Na uréenie konstanty ¢ € R vyuzijeme podmienku f (j) = 1, ale najskor si funkciu w (x,y) vyjadrime
ako funkciu komplexnej premennej z. Vyuzijeme na to uz spominant substitticiu

Z=x+]jy = xX=z—jy,

a teda plati
2 2
wiey) = 22—y tay+] <2xy+y2—);+c>
. \2 2 . . . y2 1 . \2
= (z=jy) =y +(z=jy)y+i 2(Z—Jy)y+5—§(z—w) +c

‘ L 1, o

= -2y -y Yty + o+ - j8 — iy He
1. . j :

= ZZ—ZJZZ—l—Jc:<1—J2>ZZ+JC:f(Z)'
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Dosadime podmienku f(j) = 1

(-

J .
—1 — g
+5 +ie

p—

N =

Hladana funkcia je

r@=(1-3)2+i (5-2)

alebo v inom zdpise

_ 2 - Y21
w(x,y) = x"—y +xy+j 2xy—|—2 2+2 2j

= ¥ w2 il — )
||

m Priklad 3.7 Uréme funkciuw (x,y) = u (x,y) +jv (x,), ktord je holomorfnd na C, ak jej imagindrna
zlozka je

v(x,y) = 4x3y —dxy® + 1.

Parcidlne zderivujeme

dv du
I —=12%y—4y = ——
5. = 120y —4y 3y
dv du
I : — =4x> —12x° = —.
dy * VT ox

Z11. dostdvame
u(x,y) = / (4)63 - 12xy2) dx=x*—6x*y* +¢(y).

Zderivujeme u (x,y) podlay a porovndme s /.

d
a—u = —128%y+ (y) = —12x°y + 4y°,
y

odkial uréime hladant neznimu funkciu
c(y)= /4y3dy =y +e
HIladana funkcia m4 tvar

w(x,y) = u(x,y) +jv(x,y) =x* =632 +y* +e+j (4y —4xy’ +1).
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m Priklad 3.8 Ur¢me funkciuw (x,y) = u (x,y) +jv(x,y), ktord je holomorfnd na C, ak jej imagindrna
zlozka je

v(x,y) =e*sin2y +x* —y*.

Niéjdeme prislusné parcidlne derivicie

d d
I. 8—12262"sin2y+2x:—a—z,
d d
1. : 8—;:262"0052))—2)1:8—?

Z 1. dostdvame
u(x,y) = / (—2ezx sin2y — Zx) dy = e cos2y —2xy+c(x).

Derivovanim u (x,y) podla x a porovnanim s /1. dostdvame

Ju

ox
odkial

=2e*cos2y —2y+c (x) =2ecos2y —2y,

c(x)= /de:0+c
a hladani funkcia m4 teda tvar

w(x,y) =u(x,y)+jv(x,y) =e*cos2y — 2xy +c+j (ezxsin2y+x2 —y2) .

Cauchyho-Riemannove rovnice v poldrnych stradniciach

Miéme dant funkciu komplexnej premenne;j

f(2) =uxy)+jvixy)
a zavedieme poldrne siradnice

X = pcosy,
y = psing,

kde p € [0,0) a ¢ € [—7, 7]. Komplexnd funkcia komplexnej f (z) m4 tvar
f@)=ulp,@)+jv(p. @)

Vypoditame jednotlivé parcidlne derivicie pomocou derivécie zlozenej funkcie viacerych premennych

du dudx dudy Jdu du .
= COS (P + =—sIngQ,

dp ~ axap ayap ax?T oy

du dudx Jdudy Jdu du .
96 = orog ayag = ax PS5 (mpsing).
ov dvdx dvdy dv av .

dp ~ axap Tayap T ax <Pt gNe

v _ dvox vy ov . 1+ 2% (—psing)
29 0xdp dydp ox' PCOSPIT G mPsIng).
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Odkial dostavame Cauchyho-Riemannove rovnice v poldrnych stiradniciach

du 1 dv v 1 du

dp pde’  dp  pdo
a pre deriviciu komplexnej funkcie komplexnej premennej v poldrnych stradniciach plati
. [ du v e 19 [ Jv u
oo () (5
) dp " dp p \de “Jdo

m Priklad 3.9 Zistite, ¢ je funkcia holomorfnd

f(z) = p*cos2¢@ +jp?sin2e.

Niéjdeme parcidlne derivicie

gz = 2pcos2o,
gZ) = —2p?sin2e,
3; = 2psin2g,
g; = 2pZsin2¢.

Vidime, Ze platia Cauchyho-Riemannove rovnosti v poldrnych stradniciach, a teda funkcia je holomorfna

na celom svojom defini¢énom obore.

m Priklad 3.10 N4jdime derivaciu funkcie

1

f2)= 2

Ak si prepiSeme z do goniometrického tvaru z = pel?, mdzeme funkciu zapisat
1 1 . 1 .

fl2) = P2l p2 (cos(—2¢) +jsin(—2¢)) = 0 (cos2¢ —jsin2¢)
tize, preu(p, @) = # cos2Qav(p,p) = —# sin2¢ dostdvame

du 2

% = —Fcos2(p7

du 2 .

% = —? sin2¢,

dv 2

% = E sSin 2(p7

du 2

% = —pcos 20.

Vidime, Ze platia Cauchyho-Riemannove rovnice v poldrnych saradniciach

Ju 1 0dv v 1 du

% pde o pav

A pre deriviciu funkcie plati

; du adv e 19 (v du . 2 2
/ — -1 [ 27 O I IRt S [ . .
f(z) e <8 +]5 )— <8 J& >—e ( 3cos2qo—{—13s1n2(p>

2

2 2 2 . .
= e7J¢ (—1)3005(—290) —Jp351n(—2(p)> :—Ee 19e %0 = —e

P

Z

e _ _ 2

3



3.3

54 Kapitola 3. Derivdcia funkcie a holomorfna funkcia

Harmonické funkcie a komplexny potencidl
Nech funkcia f(z) : C D Dy — C, f(z) = u(x,y) +jv(x,y) je holomorfnd na oblasti Q C Dy. Potom

na oblasti  existuju parcidlne derivacie %, 3—;, % a a—; Predpokladajme naviac, Ze funkcie u (x,y) a
v (x,y) maju na oblasti Q spojité parcidlne derivécie druhého rédu. V takom pripade platia rovnosti

(zdmennost druhych parcidlnych rovnic)

0%u B 0%u 9% B 9%
dxdy  dydx’ dxdy  dydx’

(3.6)

Ak m4 funkcia f(z) deriviciu, tak potom podla Cauchyho-Riemannovych rovnic (3.2) postupne dostd-

vame
du ddu 0 av 9%
5x3y :auw:wCWJ:_&v
0%u ddu d [dv 9%y
ww“@w‘wﬁﬁ‘%w
9% ddv d [du 0%u
am::w@ZhQQZam
0% ddv 0 du 0%u
o = wann) -5

Porovnanim predchddzajucich rovnosti vzhladom na (3.6) plati

%u  J%u %y 9%y

ae T o =0 Fro i

Vidime, ze obe funkcie u(x,y) a v(x,y) vyhovuju rovnakému typu rovnice

’® 9’
—t = =V>®=0.
dx2  0y?
Funkcie vyhovujtce tejto parcidlnej rovnici, tzv. Laplaceovej rovnici, tvoria istt triedu funkci, ktord
definujeme nizsie.
Definicia 3.3.1 — Harmonickd funkcia. Ak funkcia dvoch premennych F (x,y) : R2 D Q — R
md spojité parcidlne derivécie 2. ridu, ktoré spiﬁajt’l Laplaceovu rovnicu na £, t. j. plati

PF (1) | O°F (xy)

_ V2 _
= 5 = V2F =0,

nazyva sa F (x,y) harmonickou funkciou v oblasti Q.

Veta 3.3.1 Nech komplexni funkcia f(z) = u(x,y) +v(x,y), f : C D Dy — C, je holomorfni
v oblasti Q C Dy.

Nech redlne funkcie u(x,y), u : R D D, — R, av(x,y), v : R? D D, — R, majt spojité parcidlne
derivicie 2. rddu.

Potom st funkcie u(x,y) a v(x,y) harmonickymi funkciami v oblasti Q.

Dékaz. Vyplyva priamo z predoslych Gvah. [ |
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Definicia 3.3.2 — Harmonicky zdruzené funkcie. Harmonické funkcie u (x,y) a v(x,y) sa
nazyvaja barmonicky zdrugené funkcie v oblasti Q C C, ak vyhovuji Cauchyho-Riemannovym rovni-
ciam v oblasti Q.

Veta 3.3.2 Funkda f(z) : C D Dy — C, f(z) = u(x,y) +jv(x,y) je diferencovatelnd v oblasti
Q C Dy préve vtedy, ked funkcie u(x,y) a v(x,y) st harmonicky zdruzené funkcie v oblasti Q.

Dékaz. 1. Nech je f(z) je diferencovatelnd v oblasti Q, potom funkcie u(x,y) a v(x,y) vyhovuja
v © Cauchyho-Riemannovym rovniciam. Potom podla (3.1.3) md funkcia f(z) spojité derivécie
lubovolného rddu, preto aj parcidlne derivacie funkcii u(x, y) av(x,y) lubovolného radu st spojité.
Cize funkcie u(x,y) a v(x,y) st harmonicky zdruzené.

2. Nech funkcie u(x,y) av(x,y) st harmonicky zdruzené v oblasti Q, potom v Q vyhovuji Cauchyho-
Riemannovym rovniciam. Na zéklade toho maju funkcie u(x, y) a v(x,y) spojité parcidlne derivd-
cie druhého ridu v Q, a teda st diferencovatelné. Podla Vety 3.2.4 je funkcia f(z) diferencovatelnd
v oblasti Q.

|

w Priklad 3.11 UkdZme, 7e funkcia u(x,y) = xy* — x*y je harmonickd funkcia a n4jdime harmonicky
zdruzent funkciu v(x, ).

Prvé parcidlne derivdcie funkcie u (x,y) st

du(x,y)

3 2
= -3
ox y XY
J
MSXJ) = 3x? -
Yy

Overime harmonickost funkcie u

9u(x,y) N 9u (x,y)
dx? dy?

= —6xy+6xy =0.
Pomocou prvej parcidlnej derivécie funkcie u (x,y) podla premennej x skonstruujeme funkciu v (x,y)

1, 3
v(x,y) = / (v =3%y)dy = 3y = 22y +e ().

Jej derivovanim podla premennej x a nisledne pouzitim druhej Cauchyho-Riemannovej rovnice 3—: =

— %, dostivame rovnost
3wy 23 = 3xy? - (x).
Odkial zrejme

1
c(x)= ZX4+C

¢ize harmonicky zdruzend funkcia k funkcii u (x,y) je

1, 3 1
v(ry) = gy" = Syt e
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Definicia 3.3.3 — Komplexny potencidl. Ak funkcie u (x,y) av(x,y) st harmonicky zdruzené
funkcie v oblasti Q C C.
Potom funkcia

@) =ulxy)+jvxy),

kde u (x,y) je potencidlovd funkcia (potencidl) a v (x,y) je silovd funkcia vektorového pola g (x,y), sa
nazyva komplexny potencidl vektorovébo pola g (x,y).

p) Prepotencidlnu funkciu u (x,y) vektorového pola g (x,y) plati

gradu (x,y) = g(x,y),
kde

duxy) ;. dulxy) .

gradu (x,y) = e R

Definicia 3.3.4 Rovnica u (x,y) = ¢, kde ¢ je konstanta, reprezentuje ekviporencidly vektorového

polag(x,y).
Rovnica v (x,y) = k, kde k je konStanta, reprezentuje silo¢iary vektorového pola g (x,y).

p) Ekvipotenciily a silociary st navzdjom ortogondlne.

n Priklad 3.12 Ur¢me ekvipotencidly a silo¢iary vektorového pola, ktorého komplexnym potencidlom

je funkcia
1
7)=—.
10=1
Komplexny potencidl m4 tvar
11 x=jy  x .=y
f2)= 7 x+jy 242 242 +Jx2+y2’
a teda potencidlové funkcia je tvaru
X
u(x,y) = 2y
a silové funkcia je
Y
V(xay) - x2+y2'
Pre ekvipotencidly musi preto platit
X
m = C, kde (S R,
x = c(xF+y?),
X
- = 'xz +y27
c
2= +y? = 0,
c
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Vidime, e ekvipotencidly majd tvar kruznic so stredom v bodoch S = (5:,0) a polomerom p =

(kruznice maja vidy stred na osi 0y).
Siloc¢iary bud zrejme dané vztahom

-y

m = k, kdekER,
-y = k(x2+y2),
Y e g
3 X4y,
x2+%+y2 = 0,

y 1\? 1\?
et (z) = (@)
ed) - &
2k 2k
1

¢o st opit kruznice, tentoraz so stredmi v bodoch S = (0, Tk) a polomerom p = 2Lk’ teda rozmiestnené
pozdlz osi 0y. .

)\ silo¢iary

Obr. 3.3.1: Ekvipotencidly a silociary vektorovébo pola z Prikladu 3.12

m Priklad 3.13 Uréme komplexny potencial vektorového pola
g(x,y) =2i+].
Plati
f@)=ulx,y)+jv(x,y)
du(x,y) . du(x,y)

gradu (x,y) = e A4 y j=2i+j,

odkial pre nezndmu funkciu u (x,y) dostdvame

du (x,y)
ox

=2 = u(x,y):/de:2x+c1(y),
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dalej plati

ci(y)= /2dy=y+01,
kde c; € R. Redlna zlozka komplexného potencidlu je
u(x,y)=2x+y+cj.

Dalej vyuzijic platnosti Cauchyho-Riemannovych rovnosti

du(x,y) _ dv(xy) Ju(x,y) _ 9dv(xy)

dx dy '’ dy dx
dostdvame
R R Bt
a
v (x,y) vy
T =—1 = e =c5(x) =—1,

preto

()= [(~Ddy=—x+e
kde ¢, € R, ¢ize imagindrna zlozka komplexného potencidlu ma tvar
v(x,y) =2y —x+cs.
Celkovo pre komplexny potenciél vektorového pola g (x,y) = 2i+ j plati
f@)=2x+y+ea+j-Qy—x+c).
Ekvipotencidly st priamky
2x+y+c = c,
+y+p =
a silo¢iary st priamky
2x—y+cy = k,
2x — y + ﬁz = 07
kdefi=ci—c€eRafr=c;—keR.
Tento potencidl si méZeme prepisat pomocou prepisu z = x+jy = X = z —jy na tvar
f@) = Zxt+yta+jQy—x+e)=2-2y+y+a+2iy—jz—y+jc
= 2z—jz+ci+jea=02-j)z+C.
~——
ceC
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Obr. 3.3.2: Ekvipotencidly a silociary vektorového pola z Prikladu 3.13

m Priklad 3.14 Ur¢me komplexny potenciél vektorového pola

g (x,y) = 2xi —2yj.

duxy) | dulxy) .

gradu (x,y) = e 9y -J = 2xi—2yj.

a“éxxvy) - 2x = u(x,y):/2xdx:x2+01 (y):

dulx,y) ouy) _ sy
e T R EE

c1(y) = /(—Zy)dy =y +c1,
ateda
u(x,y) :xz—y2+c1.

Z Cauchyho-Riemannovych rovnosti dostdvame

8\1((;;,)’) — o — v(x,y) = /2xdy =2xy+ca(y),
p) d
V(x7y) = 2 = Vé);,y) :2y+C/2 (x) =2y,

ox
o (x) = /Ody: ¢,
preto
v(x,y) = 2xy+cp.
Odkial
fiz) = =y +c1+j-2xy+c)
X 4+2y—y +e1+je
~——
ceC
= Z2+C.
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3.4 Cyvicenia

Cvicenie 3.1 Zistite, v ktorych bodoch z € C m4 funkcia derivaciu, ak:
1
) f@)=1 [§-=@./ {0037

Rezlmz
Remz - prez € C\ {0},
b) f(z) = { 6, prez =0, [D 2 2 ouperz 21d]
|

Cvicenie 3.2 Pouzitim L’Hospitalovho pravidla vypo¢itajte nasledujuce limity:

: 241
a) zlimj P+j2—z—j° [[]
b) lim ( 1 )
) o4 \E—242 2=2jz-2 [[% _%l

Cvicenie 3.3 Uréte holomorfnd funkciu w (x,y) = u (x,y) +jv(x,y), ak:
a) u(x,y) =x*>—y*+5x+y—

2y
[b+§-2(1-9)+ 2= @)f = ()]
N
b) v(%,y) = 717> [ = @f = (x|
¢) v(%:y) =x* =¥ +3 - 52y, [P+ E+ T+ 2= (2)f = (€x)m
d) u(x,y) =x° 4+ 6x2y — 3xy* — 2y, ak w(0) =0, [1=02¢2(lg—1) = (

=3 2y, 3 2 2 2
) u(ny) =3y -y’ +2 (45, oI+ 2+ 2f—= (2) £ =

Cvicenie 3.4 Ukdzte, ze funkcia u(x,y) je harmonickd funkcia a ndjdite harmonicky zdruzent
funkciu v(x,y) a holomorfnt funkciu f(z), Ze u = Re f, ak:

2_\2
a) u(x,y) =x"—y”+xy, [3(+__ zz(z)f‘3+,(xz+—xfx:(((‘x)A}
T T
=13 2., 3’ . .
u(x,y) =3x"y—y [g[_|_ Zl== @) f o+ x— Lxg=(4 X)A]
c) u(x,y)zexcosy+1,

Pl+0+ +1=(2)f 9+ 1 +dLus 0= (£x)q]

d 362y + 2242 —y? — 2)2, . L
) M(ny) Xy +2x°—y y [")H_ZZZ—’—ZZ'[_:(Z)I 3+Z({x€+€x_({x17:(({ x)Al



ocninovy rqg hol mﬁmﬁj funkcie

4.1 Komplexny mocninovy rad

Cel4 problematika sa odvija od pojmu mocninového radu, preto zavedieme jeho presnt definiciu a ro-
zoberieme si jeho vlastnosti.

Definicia 4.1.1 — Komplexny mochninovy rad. Rad tvaru
ao+ai (z—20)+a2(z—20)+...+an(z—20)"+... = Y an(z—z0)", (4.1)
n=0

nazyvame komplexny mocninovy rad so stredom zo, kde ¢leny postupnosti k {a, },_, (a, € C) nazy-
vame koeficienty mocninového radu.

® Vyrazy
m
Sm(2) =) an(z—20)"
n=0

nazjvame ¢iastoéné sticty mocninového radu (4.1).

Problematika konvergencie ¢iselnych radov je jasnd, bud konverguju alebo diverguji. V pripade suctu
funkecif (¢o je aj pripad mocninového radu) rozliSujeme pripad konvergencie na dva typy.

Definicia 4.1.2 — Bodova konvergencia mocninového radu. Hovorime, Ze mocninovy rad
(4.1) konverguje bodovo na mnozine Q prave vtedy, ked pre kazdé z € Q existuje konecn4 limita S (2)
diastocnych sactov

lim Sy (z) = S(2).

m—soo

Ak neexistuje kone¢né limita lim S, (z), hovorime, Ze mocninovy rad diverguje v bode z.
m—soo
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Definicia 4.1.3 — Obor konvergencie mocninového radu. Komplexni funkciu S (z) nazy-
vame sti¢et mocninového radu (4.1) a ttito skutoénost budeme znacit

i an(z—20)"=S(z2).
n=0

Defini¢ny obor sti¢tu S (z) mocninového radu (4.1), t. j. body z € C v ktorych rad konverguje, nazy-
vame obor konvergencie mocninového radu.

Je zrejmé, Ze kazdy mocninovy rad (4.1) trividlne konverguje v bode z = z, kedy je jeho saétom S (z9) = ao.

V nasledujtcej definicii si popiSeme znacne ,.kvalitnejsi“ spdsob konvergencie, ktory zachové vlastnosti
s¢itanych funkeii i na saéte S (z).

Definicia 4.1.4 — Rovnomernd konvergencia mocninového radu. Hovorime, ze mocni-
novy rad (4.1) konverguje rovnomerne na mnozine Q prave vtedy, ked existuje funkcia S (z), pre ktort

plati

lim sup S, (z) —S(z)| =0,

M= 2cQ
kde S, (z) st &astoéné siéty mocninového radu (4.1).

Ukézeme si rozdiel medzi bodovou a rovnomernou konvergenciou mocninového radu. Predpokladajme,
ze rad (4.1) konverguje bodovo na mnozine . To znamend, Ze pre isty zvoleny bod z € Qak ¢islu e > 0
n4jdeme index my taky, Ze vietky Ciastoéné stcty Sy, (z) s vy$$im indexom sa liSia od funkcie stctu S (2)
nanajvys o €, t. .

IS (z) —S(2)] < &, pre m > my.
Ak by sme ponechali td istd odchylku € > 0, av§ak zmenime predmetny bod na z* € Q, potom opit
nijdeme index my, ze plati

ISm (%) — S (%)| <&, pre m > my.
Vo vSeobecnosti méze byt index m; omnoho vyssi ako index my. Teda ku tej istej zvolenej odchylke £ > 0
pre rézne body mnoziny Q musime volit vSeobecne vyssi a vyssi index, aby sme sa s ¢iasto¢nymi sictami
priblizili k funkcii S (z) pri zadanej odchylke.

Naproti tomu pri rovnomernej konvergencii mame zarucené, ze pre dané € > 0 existuje index my s vlast-
nostou

sup|Sn (z) —S(2)| < &, pre m > my,
(S9)

kde sa &iastocny stlet Sy, (2) 1isi od funkcie S (z) o stanovené € > 0 vo vietkych bodoch z € Q sticasne.
Preto rovnomerni konvergencia je pojem silnejsi ako bodova konvergencia, ¢ize ak konverguje rad
rovnomerne, konverguje aj bodovo, ¢o vsak naopak neplati, ¢o ilustrujeme nasledujicim prikladom.

n» Priklad 4.1 Vysetrime konvergenciu mocninového radu

Dany geometricky rad mé kvocient ¢ = z. Pre |z| < 1 je tento rad konvergentny a pre jeho stcet plati

o 1
Y =S =
n=0 I—z
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Teda konverguje bodovo namnozine Q = {z € C | |z] < 1} ku funkcii S (z) = 1%2 Avsak nekonverguje

rovnomerne, nakolko ¢iasto¢ny stucet tohto radu je

m 1 Zm+1 l_Zm—H
Zn:S Z) = — = s
,;_0 n (@) l—z 11—z 11—z
odkial
1— Zm+1 1 Zm-&-l ‘Z’erl
sup S (z2) —S(z)] = sup — =sup|——| = sup =
zeQ‘ () @l ol -2 l—z eall—z o ll—1|

Vidime, Ze tento rozdiel nie je mozné nijakym spésobom ohranicit. Ak by sme vsak namiesto celej
mnoziny Q uvazovali iba jej podmnozinu Q, = {z € C | |z| < r} prer € (0,1), dostdvame

rm+ 1

sup |Spm (z) —S(z)| = sup = ,
zear| m(2) =S (2)] oy QT Rl g
nakolko 0 < r < 1, docielime zvysujiacim sa m + 1 pre vopred dané € > 0 ohranicenie

rm+l
1—r

<E.

Zuvedeného vidime, Ze komplexnyrad Y. 7" konverguje bodovo nacelejmnozine Q = {z € C | |z]| < 1},
=0

n—=,
rovnomerne konverguje na kazdej mnozine Q, = {z € C | |z| < r} pre r € (0, 1), ale nekonverguje rov-
nomerne na celej mnozine . [

Veta 4.1.1 — Nutnd podmienka konvergencie mocninového radu. Nutnou podmienkou
konvergencie mocninového radu (4.1) je, aby jeho ¢leny konvergovali k nule, t. j.

lim a, (z—2z0) = 0.
n—oo

Dékaz. Nech rad (4.1) konverguje v bode z € C, potom pre rozdiel jeho ciastkovych sactov plati prave
Sn(z) —Sn—1(2) =an(z—20).

Odkial dostdvame
lim a, (z—20) = lim 5, (z) — lim S, (z) =S(z)—S(z) =0.

Veta 4.1.2 — Postacujica podmienka konvergencie mocninového radu. Nutnou a po-
stacujicou podmienkou konvergencie komplexného mocninového radu (4.1) v bode z € C je, aby

konvergoval redlny rad ¥, |a,||z—z0|"-
n=0

Dékaz. Vyplyva priamo z definicie konvergentnosti mocninového radu. [ |

p ) V takomto pripade hovorime, Ze mocninovy rad (4.1) konverguje absoliitne v bode z € C.
Hovorime, Ze konverguje absolsitne na oblasti Q prave vtedy, ked konverguje absoltatne v kazdom

bode z € Q.

Kritérium pre rovnomernt konvergenciu nazyvame Weierstrassovo kritérium. Formulujeme ho vo
vSeobecnosti pre funkciondlny rad.
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Veta 4.1.3 — Weierstrassovo kritérium. Nech pre kazdé z € Q a vietky n € N pladi

an = sup| f (2)].

7€Q

Ak konverguje ¢iselny rad Y a,, potom funkciondlnyrad ¥ f, (z) konverguje rovhomerne na mno-
n=0 n=0

Zine Q.

Dékaz. Priamo z podmienky E a, < o vyplyva, Ze funkciondlny rad E fn (z) konverguje absolutne
n=0 n=1

na mnozine Q.

oo

Dokézeme rovnomernt konvergenciu na Q. Stcet funkciondlneho radu oznaéime S(z) = ¥ f,(z)
n=0

ajeho dastoény sucet Sy, (z) = f fn (2). Zrejme plati
n=0

= sup
2€Q

Y 5@

n=m+1

sup|S(z) —=Sm(z)] = sup
zeQ zEQ

L@ =Y @
0 n=0

n=

< sup i 1fn(2)] < i a.

Z€Q p=m+1 n=m+1

Z konvergencie radu Y, a, vyplyva, Ze volbou vysokej mocniny m + 1 mézeme sucet Y.  aj, vytvorit
n=0 n=m+1
[ubovolne malym (blizkym nule). Teda pre kazdé € > 0 existuje mq také, zZe plati

sup|Sp (z) —S(2)| < €, pre m > my,
7€Q
¢im je rovnomernd konvergencia na Q dokazand. [ |

Pre dalSie tvahy budeme potrebovat zaviest pojem limes superior postupnosti {a, },_ redlnych &sel,
ktory definujeme a budeme oznacovat nasledujico

lima, = lim sup{ay | k > n}.
n—soo n—soo

Cislo sup {a | k > n} tvori nerastticu postupnost v indexe 1, preto lima, existuje vzdy (na rozdiel od
n—soo

lim a,). Ak existuje lim a,, potom plati lim a,, = lima,. Limes superior je najvi¢si hromadny bod

n—yoo f—yoo n—yoo n—yoo

postupnosti a,. Objasnime si to na jednoduchom priklade. Nech {a, },_ je postupnost jednotick a nul.

Ak obsahuje iba kone¢ny pocet ndl, zrejme plati lgn a, = @an = 1. Ak obsahuje iba koneény pocet
n—o0 n—soo

jednotiek, analogicky plati lim a, = lima, = 0. Avsak, ak obsahuje nekonecne vela ndl aj jednotiek,
n—yoo n—soo
potom limita lim a, neexistuje, ale lima,, = lim sup{ax | k > n} = lim 1 = 1.
n—yoo n—roo n—yoo n—o0
Propozicia 4.1.4 Nech lima, = L € R. Potom plati, Ze:
n—soo

1. prekazdé € > 0je splnend nerovnost a, > L — € pre nekonelne vela clenov postupnosti {ay },,_,
2. prekazdé € > 0je splnend nerovnost a, < L+ € pre vietky ¢cleny postupnosti {ay },_, od istého
no.

Propozicia 4.1.5 Nech lima, = . Potom plati, Ze:
n—yoo

1. prekazdé A < coje splnend nerovnost a, > A pre nekoneéne vela dlenov postupnosti {a, }, o,
2. pre kazdé € > 0 je splnend nerovnost a,, < oo+ € = oo pre vietky ¢leny postupnosti {a, },_ od
istého ny.
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1.
2.

Veta 4.1.6 — Polomer konvergencie komplexného mocninového radu I. Nech pre moc-
ninovy rad (4.1) a nech ¢islo p € R>q je dané

n

Potom ¢islo p nazveme polomerom konvergencie mocninového radu (4.1) a plati:

ak p = 0, mocninovy rad (4.1) konverguje iba v bode z = zo,
ak p = oo, mocninovy rad (4.1) konverguje absolitne pre vietky z € C,

3. ak0 < p < oo, mocninovy rad (4.1):

konverguje absolttnenaz € {z € C||z—z| < p},
konverguje rovnomerne 7 € {Z eC ] \Z —z20|<nr0<r< p}
adivergujenaz € {z€ C||z—z0| > p}.

Dékaz. Pouzijeme konvenciu 1/0 =eo0a1/c0o =0.

I.

3.

Akp =0,je

Tim /| a,| = oo.
n—soo

1

dosti-
|z—z0]

Nech z # 20, t.j. |z— 20| > 0. Pouzijeme vlastnost Propozicie 4.1.5 1. pre volbu A =
vame pre nekonecne vela indexov n

1
Vlan| >

“lz—z0|

Co je ekvivalentné s
|an||z—z0]" = 1

pre nekoneéne vela indexov n. Vidime, Ze nie je splnend nutnd podmienka konvergencie mocni-
nového radu 4.1.1, a preto rad diverguje.

ak p =0,je

lim v/ |a,| = 0.

n—soo
Nakolko kazdy mocninovy rad konverguje vo svojom strede, ukdzeme konvergenciu pre z # zo.
Podobne ako v predoslom |z — zg| > 0 a vlastnost Propozicie 4.1.4 2. ndm d4va

1

" < —
"= 2|z -z

od istého indexu ng. A teda, pre n > no, plati

anll=2l" < 55

(e}
Porovndvacim kritériom s majorantnym konvergentnym geometrickym radom . % dostaneme
n=0
konvergenciu mocninového radu (4.1) na zvysku komplexnej roviny.

AkO < p < oo,

—_— 1
lim+/|a,| = — € Rso.
n—oo p
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Nech z lezi vo vnutri kruhu konvergencie |z — zo| < p. Zvolime R > 0, pre ktoré plati |z — zo| <
R < p. Podla Propozicie 4.1.4 2. od ist¢ho indexu plati

) 1 1
Vil & lal<o,

odkial po prendsobeni

z—2z0|" pren > ng

anl e ‘,,<|z—20\"_ lz—z0]\"
ay| |2 20| > R = R .

Z predpokladu [z —zg| < R < p vidime, ze

_ |z—z0l

1.
R <

Odkial opit pouzitim porovndvacicho kritéria s majorantnym konvergentnym geometrickym ra-
oo n
dom Y, <|Z%O|) dostaneme absolutnu konvergenciu mocninového radu (4.1) vo vnutri konver-
n=0

genéného kruhu |z — 79| < p. Terazvyuzijeme Weierstrassovo kritérium k dokdzaniu rovnomerne;j
onvergencie radu na mnozine {z z— 20| < r} pre kazdé r . Podobne ako vyssie
k g d cC < r} prekazdé 0 < r < p. Podobne ako vy

lz—z0| <r<R<p.

Pre takto zvolené opit plati

1 1
Vil <= o | <

R R’

preto bude zrejme platit nasledujici odhad

sup |ay||z—z0[" < sup ozl 7 <l>n
n < =— = :
lz—zo|<r |lz—zo0|<r R" R"

Takisto predtym, nim volba R zaisti, Ze pre

—<1
R<

. s n , 1 . « /. . ’
jerad ), (%) konvergentny, a teda podla Weierstrassovho kritéria mocninovy rad (4.1) rovno-
n=0

merne konverguje na mnozine {z € C | [z—zp| < r} prekazdé¢ 0 < r < p.
Nakoniec ukdzeme, ze pre |z — zo| > p rad diverguje. Z Propozicie 4.1.4 1. mdme, ze

\n/ |an| >

|z— 2o
plati pre nekonecne vela indexov n, odkial po umocneni dostdvame
n
jan| |z = 20" = 1,

a preto nie je splnend nutnd podmienka konvergencie mocninového radu 4.1.1, a rad diverguje.
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R

Obor konvergencie komplexného mocninového radu (4.1) pozostva z vnitra kruhu so stredom
v bode zp (ten je zdroven stred mocninového radu (4.1)) a polomerom p, pripadne z niektorych
bodov kruznice |z — zo| = p. Tato kruznicu nazgvame konvergenénd kruznicaakruh |z —z9| < p
nazyvame konvergen¢ny kruh.

Rovnica |z — zo| = p reprezentuje rovnicu kruznice so stredom v bode zp a polomerom p.

Nerovnica |z—zo| < p predstavuje krub konvergencie so stredom v bode zp a polomerom p,
nerovnica |z — zo| < P jej vnsitro a nerovnica |z — zo| > p jej vonkajsok.

Polomer konvergencie 0 < p < oo radu (4.1) vypocitame pomocou vztahu

1
P T ilan

n—soo

alebo, ak existuje lim {/|a,|, potom plati tiez
n—o0

1 1
pP=——TF==,—
i el i ¥l

p) Ak @{’/ |an| = oo, potom kladieme p = 0.
n—yoo

Ak @\”/ |a,| = 0, potom kladieme p = oo.
et

m Priklad 4.2 Uré¢me polomer a obor konvergencie komplexného mocninového radu:

E (z+14))"

2 I
n
n=0

Y n'(z—2+j)".
n=0

Stredom daného mocninového radu je bod zg = —1 — j a n-ty koeficient je a, = n% Uréime

polomer konvergencie pomocou vztahu

, 1 1 1 .

= — — - 1—=1
lim /|a s/

o lanldim (/1]

. S v (z+1+)" . . v .
Oborom konvergencie mocninového radu Y, % teda je vnutro kruznice [z+1+j| < 1.
=0

Vysetrime este konvergenciu daného radu na konvergenénej kruznici [z+ 1 +j| = 1, t.j.

o e +H1+j" &1

Vidime, zerad Y, niz je konvergentny harmonicky rad. A preto oborom konvergencie komplexného
n=0

radu ¥ ) e kruh |4+ 14j] < 1.

2
n
n=0
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2. Dany mocninovy rad md stred v bode zg = 2 — j a n-ty koeficient a, = n", preto plati

1
lim - =0.

1 1
p=r ===
,}g& |an| ’}gg ’nn’ n—eo n

To znamend, e rad Y, n" (z—2+j)" konverguje len vbode zo = 2 —j.

n=0
[ ]

Podobne ako pri ¢iselnych radoch sme mali viacero kritérif na zistovanie konvergencie, resp. divergencie
radov, tak aj pri komplexnych mocninovych radoch si teraz ukizeme alternativu k predoslému vztahu
pre urc¢ovanie polomeru oboru konvergencie.

Veta 4.1.7 — Polomer konvergencie komplexného mochninového radu Il. Nech pre moc-
ninovy rad (4.1) a nech &islo p € R> je dané
1

— = lim
p n—oo

an+1
dan

Potom ¢islo p nazveme polomerom konvergencie mocninového radu (4.1) a plati:
1. ak p = 0, mocninovy rad (4.1) konverguje iba v bode z = zo,
2. ak p = oo, mocninovy rad (4.1) konverguje absolitne pre vsetky z € C,
3. ak 0 < p < oo, mocninovy rad (4.1):
konverguje absolttnenaz € {z € C | |z—z0| < p},
konverguje rovnomernez € {z € C ||z—z0| <r,0<r < p}
adivergujenaz € {z€ C||z—z| > p}.

Dékaz. Dokaz vykondme tak, Ze ukdzeme platnost rovnosti

= lim {/|ay|

n—sco

lim
n—soo

An+1
ay

a odkdzeme na Dokaz predoslej Vety (4.1.6).

1. Nech lim a’zl—“ ‘ = 0, potom pre lubovolné € > 0 existuje index N taky, Ze pre vetky n > N plati
n—oo | fn
Aap+1 ‘an-i-l ’
= & |ant1] < €|an].
a, |an|

Opitovnym pouzitim tejto nerovnosti pre n > N dostdvame
2 n—N
lan| < €lan—1| < € |an—2| < ... <€ V]an],
odtial
1 n—N 1
la,|" <& |ay|".
Pouzitim limes superior pre n — oo m4 predosld nerovnost tvar
T 1 —— n-N 1
lim |a,|" < lime » |ay|" =€,
n—roo n—roo
¢o v ddsledku lubovolnosti volby € > 0 implikuje

_ 1
Tim |a,|" =0,
n—soo

¢im sme dokdzali platnost prvej ¢asti tvrdenia dokazovanej vety.
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An+1

n

2. Nech lim

n—oo
pre vietky n > N plati

= oo, potom ku kazdému dostatoéne velkému K > 0 existuje index N taky, Ze

_ ‘an+l|
|an|

dni1
an

>K =3 lan+1| > K |ay| .

Analogicky postupu v predoslom bode dostdvame pre n > N

n—N
n

lan|" > K" |ay]|" .

Pouzitim limes superior pre n — oo zrejme plati

Tim |an|" > K.

n—soo
Pretoze K bolo Iubovolne velké ¢islo, tak musi platit

Tim |a|" = .
n—yoo

Co je druhu cast tvrdenia dokazovanej vety.

3. NechO < lim < o0, OznaémesiL = lim
n—yoo n—yoo

€ > 0 existuje index N, Ze pre vietky n > N plati

An+1

n

An+1
n

. Zdefinicie limity vyplyva, Ze pre lubovolné

|an+l‘ .
|an|

1] <e

Nech € spltia 0 < € < L, potom méZeme poslednt nerovnost prepisat v tvare

a
L < 1l <L+e.
||
Uvazujme teraz tieto nerovnosti pre n = N,N 4 1,...,m. Vsetky spolu vyndsobime (volba 0 <

€ < L ndm zarucuje kladnost vsetkych tychto s¢itancov, ¢ize zachovdvame nerovnost). V takomto
stcine sa takmer vietky cleny vykrétia

lanil lavial - law| _ lam]
lan|  lani1] lam—1|  |an|

a celkovo m4 nerovnost tvar

_ a _
(L—ey ™ < b gy ey
|an]
vyndsobime |ay| a umocnime 1/m

m—N m—N

1 L 1
lan|" (L—€) ™ <lam|™ <lan|" (L+€)

.Tak ako v predchddzajucich pripadoch opit aplikujeme limes superior na vietky ¢leny nerovnosti
a dostivame

L—¢ < Tim |an|" < L+e.
M—yoo
Nakolko € > 0 je lubovolne malé, plati

ap1
Ap

= Tim || .
Mm—roo

L= 1lim

n—o

Tym sme dokdzali tretiu ¢ast tvrdenia préve dokazovanej vety.
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A teda platia vSetky tri tvrdenia dokazovanej vety analogicky Vete (4.1.6). |

p ) Polomer konvergencie 0 < p < oo radu (4.1) vypocitame pomocou vztahu

1

Ant 1
An

p =
lim

n—oo

m Priklad 4.3 Uré¢me polomer konvergencie a obor konvergencie komplexného mocninového radu:

y &)
0 n2m
n—=
y A
Do (n41)73
1. Stred konvergencie daného radu je zo = —j a n-ty koeficient je a, = n% Polomer bude
1 1 1
li Any 1 li n2n hm L n_
avm| | e | GED 2| a2t

Obor konvergencie tohto radu je vnutro kruznice [z+j| < 2. Overime este, ako je to s konver-
genciou radu na hranici [z +j| = 2

Flet) g 2 sl
n=0 n-2" _n:On.zn _n:On'
Harmonicky rad Z - je divergentny, a teda oborom konvergencie radu Z f;gn jelz+j| < 2.
n—O n=0
2. Zrejmezo =2j aa, = m Pre polomer konvergencie preto plati
1 1 1 1
p = 5 = 5 = T == 3
An41 : (”+]) 3" 3 (n+l) x
,}E;Iolo n ,}grolo (n+2)2-3”+1 N—yo0 (n+2)2‘3 3

Obor konvergencie radu je |z — 2j | < 3. VySetrime e$te konvergentnost na hranici |z — 2j| = 3.

R

Pouzijeme porovndvacie kritérium. Zrejme Vn € N plati

- n—1 [=5) nf

=0 (n+ 1730 = (n41)? n+1)

1 < 1 < 1
3-(n+1)> " (n+1)2 ~ n?

Rad ) % je konvergentny harmonicky rad, a preto je konvergentny aj k nemu minoritny rad
n=0

)y W a oborom konvergencie radu Z 2)) - je tedakruh lz—2j] <3.
n=0"~" n=| 0

]
Na urcenie polomeru konvergencie v Priklade (4.2) sme mohli takisto pouZit postup z Prikladu (4.3)
a naopak. Otdzkou je, ¢i moZeme tdto zimennost pouzit naozaj vzdy. Nasledujuci priklad ndm ukdze
vyhodnost podielového tvaru vzorca pre polomer konvergencie mocninového radu v pripade, ze koeficient
a,, bude obsahovat faktoridl n!.
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m Priklad 4.4 Uréme polomer konvergencie a obor konvergencie mocninového radu
L n

25(1—5)n~

n=0

Ako sme sa uz zmienili, pouzijeme podielovy tvar vzorca pre polomer konvergencie, teda

n
1 1 i o i 2]
P= T Ta ~ iy = e T T T
Tim (| g | D)
n—oo n!
v s n . v 7 i
Vidime, Ze rad Y, % (z—5)" konverguje pre kazdé z € C.! .
n=0 "

Tu by sme radi upozornili na jednu ddlezitt skuto¢nost. Vo Vete (4.1.7) predpokladime existenciu limity
podielu koeficientov, ak vsak tdto limita neexistuje, je nutné pouzit univerzdlnejsie platny odmocninovy
vztah pre polomer konvergencie z Vety (4.1.6). Nepomohlo by ani nahradenie limity vo vztahu Vety (4.1.7)
na limes superior. Presved¢ime sa na nasledujuicej postupnosti. Nech je dand postupnost {a, },_,, pre
ktorej cleny plati

1, pren pirne,
ap =
2, prennepirne.

Potom zrejme plati

lim
n—soo

An+1
an

=2,

avsak polomer konvergencie mocninového radu s koeficientmi z tejto postupnosti je

1
— = limy/]a,| = 1.
p n—oo
Funkciondiny rad komplexnej premennej

Na problematiku konvergencie mocninového radu (4.1) mdzeme nahliadat i optikou funkcionalneho
radu komplexnej premennej.

Definicia 4.2.1 — Komplexny funkciondiny rad. Radom komplexnych funkcii komplexnej
premennej nazyvame rad tvaru

@O+ AQ ARt @t =Y fula), (42)
n=0

kde ¢leny postupnosti { f, (z) },_ st komplexné funkcie komplexnej premennej z € C.

Ak by sme pouzili odmocninovy tvar vzorca pre polomer konvergencie, museli by sme po¢itat limitu

lim /n!
1 1 n—oo

_ _ _ ,
im & . " 7
Am el tim (/||

n—oo :

¢o je v porovnani s podielovym tvarom omnoho zlozitejie.
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R Obor konvergencie komplexného funkcionilneho radu (4.2) hladime, podobne ako pri redlnych
funkcionalnych radoch, pouzitim d’Alembertovho alebo Cauchyho odmocninového kritériaa pod.

m Priklad 4.5 Uréme obor konvergencie komplexného funkcionilneho radu
oo 1 +j n .
y a4 (z—i)".
= (n+1)(n+2)

Pouzijeme d’Alembertovo podielové kritérium

lim fVH-] (Z) — (1 +j)n+1 (Z_)n+l(n+1)(n+2) 1
ne | f(2) n—e | (n+2) (n+3) (1+)"  (=j3)"
= |z—jl- !1+J!11m7 lz—j|-V2-1<1

1

a podobne Cauchyho odmocninovym kritériom dostivame
(n+1)(n+2)

lim (@) = ,}5‘30\/(”+1)(n+2) <
= [z=jl-T+jl <1

= |z =j[-[1+j] lim

z uvedeného vyplyva, ze obor konvergencie jelz—j| < %

Na hrani¢nej kruznici |z —j | = \/E m4 rad tvar

i (14 )" e P = i (14 )" <1>

pmo (n1) (n+2) = (n+1)(r+2)\v2/)
Na uréenie konvergentnosti tohto radu vyuzijeme postacujicu podmienku konvergentnosti 4.1.2.a porovni-
vacie kritérium, t. j. Vn € N plati

(LY < (0 > ()
g

(n + 1) (n+2)
a kedze konvergentny harmonicky rad E iz je majorantny ku radu E‘, (H(IJ% (%)n je aj tento
=" n=0
konvergentny. A preto oborom konvergencie komplexného radu Z % (z—J)"jelz—Jjl < \%
n=0

Pre dalsie uvahy nebude prilis podstatné spravanie sa mocninového radu na hrani¢nej kruznici. Takisto
nie vzdy je samotné urcenie jednoduché a tiez existuju pripady, kedy cast hrani¢nej kruznice konverguje
a Cast diverguje. A preto uz v dalSom texte od tejto poziadavky upustame.

Derivdacia a jednozna¢nost mocninového radu

Oznaéme si sucet mocninového radu f (z). Pri tomto znaden{
=Y an(z—2)", (4.3)
n=0

prirodzene vyvstdva otdzka, ¢i je tymro spésobom funkcia uréend jednoznacne. Pri komplexnej funkcii
nds samozrejme najviac zaujima holomorfnost. Prave o tom ndm hovori nasledujica veta.
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Veta 4.3.1 — Derivacia mocninového radu. Nech je funkcia f(z) : C D Dy — C dand moc-
ninovym radom (4.3), ktory ma polomer konvergencie p > 0.

Potom je f (z) holomorfn4 funkcia na obore konvergencie radu (4.3) |z — zo| < p ajej derivdcia f/ (z)
je dand mocninovym radom

£ =¥ nan(z—20)"" »
n=1

ktory m4 ten isty polomer konvergencie p.
ry y P g

Dékaz. Prvi cast dokazu, ze oba rady (4.3) a (4.4) maju ten isty polomer konvergencie, si ukdzeme jed-
noduchym vypoctom

 qin I T 1 n i n
p =Tyl =T (n°) /] = Jis ]

Zlozitejsie viak bude dokdzat, ze funkcia f (z) md derivdciu. Bez ujmy na vieobecnosti predpokladajme,
ze zg = 0. Nech z je lubovolny bod z vnutra konvergen¢nej kruznice, t. j. |z| < p. Preto mdzeme medzi
ne vsunut pomocné ¢islo R,

lz] <R < p.

Takze z lezi tieZ v otvorenom kruhu |z| < R. Zvolme si nejaky iny bod w # z, ktory tiez lezi v otvorenom
kruhu |z| < R. VySetrime rozdiel diferenéného podielu funkcie f (z) v tychto bodoch a hodnoty radu
(4.4) vbode z
Y aw'" — a,7"
_0 —

f(W) _f(Z) - n—1 __ n= n=0 - n—1 - w'—2" n—1
—_— — nay? == - naz = a —nz .
S ML — X = ) n

w w w—2z

(4-5)

Nasou snahou bude ukézat, Ze pre w — z sa vyraz na pravej strane blizi k nule. Okrem toho si viimneme,
ze vyraz v zatvorke je pre n = 1 rovny nule, a preto ndm sta¢f uvazovat pre n > 2. Pre tieto n m4 vyraz
v zdtvorke poslednej sumy rovny

w'=z" 1 1 2 2 1 1
—n" = W W Tz W T —n

w—2z
— Wn—1+wn—2z+”.+wzn—27(n7I)Zn—l
= (w—2) (w"i2 + 2w 3w 4 (n— 1)2"7?)
n—1
— (W—Z) Z kwnfkflzkfl.
k=1

Pretoze |z| < Raaj |w| < R mdzeme odhadntt absolutnu hodnotu posledného vyrazu

n—1 n—1 n—1
(W_Z) Z kwnfkflzkfl S ‘W_Z’ Z k‘w‘n—k—l ‘Z‘k_l S ‘W—Z’ Z kRn72
k=1 k=1 k=1

n—1
—1
— |W_Z|Rn—22k:|w_Z|Rn—2n(n )
k=1 2
< |w—z|R" 2
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Vritme sa naspit k vyrazu (4.5), do ktorého pouzijeme prive odvodeny odhad, a dostdvame

‘f(W) @) § g
n=1

w—2Zz

<Y fan| w—z|R"2n* = lw—2| )" n* |a, | R" .
n=2 n=2

Podobne ako na za¢iatku d6kazu m4 mocninovy rad s koeficientmi n? |a,| rovnaky polomer konvergencie
p ako pévodny rad s koeficientmi a,, kedze plati

T )2 Qi 2 n I TP
p =Tz = T (n*) /] = T 1]
Preto je tento rad absolatne konvergentny v bode R a plati
S= Z n?|a,|R" 2.
n=2

Odkial pre nés vyraz dostdvame odhad

w)—f(z o _
f( ) f()_znanzn 1 SS’W—Z‘,
w—z n=1
¢o pre limitnt dvahu w — z implikuje pozadované tvrdenie. [ |

Na zdklade préve dokdzanej Vety 4.3.1 vyplyva vlastnost, Ze funkcia dand mocninovym radom je holo-
morfni. Dokonca podla Désledku 3.1.3 dostdvame, Ze je spojitd a ohranicend. Omnoho zaujimavejsie je,
ze ndm Veta 4.3.1 umoznuje derivovat rad ¢len po ¢lene a dokonca integrovat ¢len po clene.

Désledok 4.3.2 — Integrovanie mocninového radu. Nech je funkcia f(z) : C D Dy — C
dand mocninovym radom

=Y a.(z—z0)"
n=0

na otvorenom kruhu |z — zo| < p.
Potom funkcia

- n+1
Z’ n—l—l

je primitivna funkcia k funkcii f (z) na |z —zo| < p.

Dékaz. Presved¢ime sa najskér o tom, Ze oba rady konverguji na tom istom obore konvergencie, t. j.

plati

qi..n 1 P
p :}}grolc m ’an’ llm <n+1> \/ ‘an == hm \/ ‘an

Dalej funkcia F (z) dand mocninovym radom je podla Vety 4.3.1 holomorfna a plati

F’(@:(in“_‘:l(z "“) Xanz w0)" = £(2).

n=0
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Uvazujme nasledujicim spésobom, derivicia funkcie f (z) je funkcia f” (z), ktor4 je dand takisto mocni-
novym radom, je podla Vety 4.3.1 holomorfnou funkciou, a preto jej derivécia f” (z) je opit mocninovy
rad vyhovujuci predpokladom Vety 4.3.1. Takymto postupom by sme ziskali tvrdenie dalsicho ddsledku
Vety 4.3.1.

Désledok 4.3.3 — n-ta derivacia mocninového radu. Nech je funkcia f(z) : C D Dy — C
dand mocninovym radom

flz)= i)an (z—2z0)"

na otvorenom kruhu |z — zo| < p.
Potom md této funkcia derivdcie vSetkych ridov na tomto kruhu a pre k > 0 plati

Dékaz. Derivéciou funkcie f (z) pola Vety 4.3.1 mdme

oo

fP@=Ynn—1)-.. (n—k+1)ay(z—2)"",
n=k

¢o po dosadeni z = zo ddva
f(k) (ZO) =k! ~dg.
|

m Priklad 4.6 Uréme obor konvergencie mocninového radu a néjdime jeho deriviciu, ak je funkcia dand
mocninovym radom

Dany mocninovy rad md stred v bode nula a polomer konvergencie, nakolko koeficient obsahuje fak-
toridl, vypocitame pomocou podielového vztahu

1 1 2

Pt == lim A = lim (1 1) =
lim (=L g WI)" " Gl
n—yeo n—eo| 7

an

nt

Mocninovy rad teda konverguje na celej komplexnej rovine z € C. Jeho derivicia md podla Vety 4.3.1 tvar

|
n—o v’

Mimoriadne zvl&$tny vysledok f’ (z) = f (z) ddva tusit, Ze f (z) = e~. .

Pozrime sa este na jeden dolezity zdver z préve dokdzanych tvrdeni. Majme funkciu f (z) dantt mocni-
novym radom, ktora je na istom okoli svojho stredu zo rovnd nule. Potom zrejme aj vietky derivécie tejto
funkcie si f¥) (z) = 0 na tom istom okoli, a zrejme aj £ (z) = 0 pre k > 0. Z Désledku 4.3.3 vyplyva,
ze vietky koeficienty ax s rovné nule, a tym pddom aj funkcia f (z) = 0 na celom otvorenom kruhu kon-
vergencie. Teda nulovost na akomkolvek malom okoli stredu konvergencie zq sa prejavi v nulovosti vsade.
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Tuto skutoénost mdzeme preformulovat nasledujucim spésobom. Nech st funkcie f (z) a g (z) dané
mocninovym radom so spolo¢nym stredom zg. Ak plati na nejakom okoli bodu zg rovnost f (z) = g (z),
bude f(z) = g(z) na celom kruhu konvergencie. Tym sme v podstate povedali, Ze mocninovy rad je
jednoznacne uréeny v lubovolne malom okoli svojho stredu zg. Pre jednoznacnost je dokonca postacujtca
mensia mnozina ako okolie bodu.

Veta 4.3.4 — O jednoznacnosti mocninového radu. Nech je funkcia f(z) : C D Dy — C
dand mocninovym radom

Fl2) = f‘,oan (2— )"

na otvorenom kruhu |z — zo| < p.
Nech existuje postupnost bodov {zx } ., ktoré lez{ vo vnutri otvoreného kruhu |z — zg| < p okrem
bodu zo, takd, ze plati I}im z%=0af(z)=0.

—»00

Potom vo vnutri otvoreného kruhu |z — zg| < p plati

f(z)=0.

Dékaz. Matematickou indukciou ukdzeme, Ze vsetky a, = 0.
1. Funkcia f (z) je spojitd v bode zg, preto

ao = f(z0) = lim f (z¢) = 0.

2. Nechag = a1 = ... = a,_1. Ukdzeme, Ze potom aj a, = 0. Z tohto indukéného predpokladu
vyplyva, ze mocninovy rad za¢ina az n-tou mocninou, t. j.

(@) =an(z—20)" +ant1 (2 —Zo)nJrl +....
Zavedieme si pomocnt funkciu

(P(Z):(Zf;(io))n:an"i_an—}—l(z_ZO)—i_'”a

ktora je takisto mocninovym radom, a preto je spojitd v bode z¢, a plati

S (z)

n

a, =@ (z0) = 111_{130([) (zx) = lim =0.

k—eo (2x — 20)

Vetu 4.3.4 mdzeme formulovat pre dvojicu funkcii v tvare nasledujiceho désledku.

Désledok 4.3.5 Nech st funkcie f(z) : C D Dy — Cag(z) : C D Dy — C dané mocninovym
radom

f@) = Yanz—w),
n=0

g(z) = ibn(z—zo)".
n=0

Ak sa funkéné hodnoty f (zx) a g (zx) zhoduju pre nejakt postupnost {zx };_, konvergujtcu k zo,
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pri¢om zx # zo, potom pre vetky n > O je a, = by, t. j. plati

f@)=2¢(@).

4.4 Cvicenia

Cvicenie 4.1 Ndjdite obor konvergencie danych mocninovych radov:
a) ¥ X

oo > |42]
) grteai [o=1—g+2]
J Zyslet=In oA > 11— 1-2]
d) ¥ 1510+ 1+2]

Cvicenie 4.2 Urcte polomer konvergencie danych mocninovych radov:

9 Lu [2=d]
b) E" (”')zzn
n=1 nn ’ [0 = d]
N
C) ngl (1 n) ) = d]

Q.
~—
S
I§ yoki
—
)
_l’_
\®}
S
N—
N

(¢}
~—
Ie
VS
Ep
N———
=
Ll
S =
S
I
Q
.I—l






5.1 Linedrna funkcia
Definicia 5.1.1 Komplexnd linedrna funkcia sa nazjva zobrazenie f : C — C, ktoré je uréené vzta-
hom

f(2) =az+b,

kdea,b € C, (a #0).

® Z geometrického hladiska je toto zobrazenie zloZené z otocenia o uhol arga okolo stredu stradni-
covej sistavy a posunutia v smere vektorab = (Reb,Imb).

5.2 Linedrna lomenda funkcia

Definicia 5.2.1 Komplexnd linedrna lomend funkcia sa nazjva zobrazenie f(z) : C — C, kroré je
urcené vztahom

_az+b

f(z)_my
a b

kdea,b,c,d € C, det ( e d ) # 0 a naviac plat

az+b a

f () = lim

zoecz4+d  cf

Upravme funkciu na tvar

Caz+b _a(z+?) a z+

a —_—

Cocz4+d c(z+4) e fan

c

f(2)

)

b
a
d
c



80 Kapitola 5. Elementdrne funkcie komplexnej premennej

po dosadeni

a b d
o=-—, ﬁ:77 Y=
c a
dostaneme
z+ B
=0o- .
f(2) P

Dostali sme funkciu, ktord zdvisi od troch parametrov , 3, 7.

Veta 5.2.1 Existujejedind @eérna lomend funkcia, ktord zobrazuje 3 rozne body z1, 22,23 € Cdotroch
réznych bodov fi, f2, f3 € C tak, Ze plati

21 — f17
2 — f27
3 = f3

ajej rovnica je dand

(f-M)(h-hh) _ (@-2)(2—2z)
f=H)Hr-fi) @-B)(2-u)

m Priklad 5.1 Niéjdime linedrnu loment funkciu, ktord zobrazuje body —1,0,j na body o,j, 1.

Mime
2 = —l=ee=f,
2 = ==/,
3 = j—1l=f

odkial dostaneme jednoznaénu funkciu

(f=lh=rfH) _ k=z)

f=HB)(=hH) (z—23)
)
)

(
(f-1)h-r) -2

(f = f3)(f*2—1) (z—z (1—%
O-1G-1) _ +)(1-0)
(f=1(0-1) (z—j)(1-0)’

-t _ ozl
=1 z=j’
G-D@E=i) = @+H(f-1),
7j—z+14+)] = zf—z+f—1,
g2+
f(Z) - Z+1 )
pre ktora plati
g+2+)
f=1) = lim, PRI
B 7 +2+] B

f(oo) - e 741 - fZa

G) = tim 32 g
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Mnohoclen (polyném)

Definicia 5.3.1 Mnoboclen n-tého stupita komplexnej premennej sa nazjva zobrazenie f(z) : C —
C, ktoré je uréené vztahom

f@)=P(2) =a" + a1z ' +.. .+ ap1z+ay,
kden € Nya, € C, a9 # 0.

Tito funkcia je holomorfna na C (funkcie holomorfné na celej Gaussovej rovine sa nickedy nazyvaja celé
[funkcie), pretoze plati

flR)=P(z) =am? ' 4a1(n— 1" 2 +.. . +a,.

Z fundamentilnej vety algebry vyplyva, ze kazdy polyném P,(z), n > 1 m4 v C aspori jeden koren, a teda
mdzeme mnohoclen komplexnej premennej rozlozit na sicin korenovych ¢initelov

P2)=ao(z—2)" z—2) ... (z—zm)*"

kdez; € C,i=0,1,2,...m, sd korene mnohoclena P, (z) ak;,i = 0,1,2,...m st ich ndsobnosti (k| +

Z toho vyplyva, Ze kazdy bod roviny patri do mnoziny funkénych hodnét zobrazenia f(z) = P,(z) ama

najviac n roznych vzorov.

Funkcia f(z) : C — C, f(z) = 2" je $pecidlnym pripadom mnohoclena n-tého stupiia, pre keort plati
f(0) = 0"=0,

Okrem toho pre n = 1 dost4vame identické zobrazenie f : C — C, f(z) = z.

n-td odmocnina komplexného Cisla
Definicia 5.4.1 Nechn > 2,kden € N.
Potom inverznt funkciu k funkeii f(z) : C — C, f(z) = 2" nazyvame hlavnou vetvoun-tej odmocniny
a oznacujeme

_1 .
@)=z
Mnozina vietkych rieseni rovnice w" = zje

P+2kn

ax=x/z=1/lle!

kde ¢ = argz,k=0,1,2,...,n— 1. Vidime, ze funkcia f(z) = v/z je viaczna¢nou funkciou.

n Priklad 5.2 Niéjdime vietky rieSenia rovnice
#—16=0.

Zrejme hladime vietky komplexné &sla, ktoré vyhovujt viacznaénému priradeniu z = v/16. Komplexné
¢islo 16 ma argument @ = 0, preto s rieSeniami Styri komplexné ¢isla ag, kde k =0, 1,2, 3,

ag = 4\16\61'0%0”:260:2,

. - 0427 T .. T . .
a = [16[e! 4 :2<cos§+Jsm§>:2(0‘1']):2]7
ay = V/]16le"F =2 (cosm+]sinm) =2(~1+0) = -2,

04231 3 3
az = \4/‘16‘610+i3 =2<COS;+j51n27r):2(0_j):_2j'
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AN PR 14N P . ez sV . . 4 .. / . v / . .
Mobzeme si v§imnat, ze aj ¢islo 2 (jediné rieSenie rovnice z = v/ 16 v R) je jednym z rieSent tejto rovnice

vC. n

5.5 Exponencidina a goniometrické funkcie, Eulerove vzorce

Uz v predchddzajicej kapitole sme si ukdzali, ze funkcia mdze byt dand mocninovym radom a tiez, ze
toto uréenie je jednoznacné. Preto niekolko nasledujucich elementdrnych funkcii si nateraz budeme
definovat pomocou tychto mocninovych rozvojov, pricom samotnej metodike odvodenia sa budeme
venovat neskor.

Definicia 5.5.1 Zobrazenie f(z) : C — C definované komplexnym mocninovym radom

2 3 n o _n

Fal 4 Z z
expz=e‘=1l+z+-+—~+... +=+...=
2 3! n!

n!
= n!
sa nazyva exponencidlna funkcia komplexnej premenne;.

Definicia 5.5.2 Zobrazenia f(z) : C — C definované vztahmi

Z3 ZS Y ZZn—i—l oo Y Z2n—|—1
inz=z— — 4o () =Y ()
sinz=z—git gt g T L N GTERIE

2 4 2n o0 2n

z Z n % n %

S R A =Y (-1
o8z s Ta T gt ng;)( TR
sinz 1
tang = —, cotz = —.
COSZ tanz

nazyvame goniometrické funkcie komplexnej premenne;.

Priamo z definicie goniometrickych funkcif je vidiet, Ze plati

e = 1,
sin0 = 0,
cosO = 1

a takisto vidime, Ze funkcia sinz je nepdrna, t. j. pre kazdé z € C plati
sin(—z) = —sinz

a funkcia cos z je pdrna, t.j. pre kazdé z € C plati
cos(—z) = cosz.

Ak si rozvoj funkcie €1 upravime (oddelime redlnu ¢ast od imagindrnej)

2.2 3.3 4.4 £5.5 snn
; o)z 1T 1T )2 J'Z
it — T S S S
e it e b
N SR ST AR
= 1+]Z—§_J§+E+J§—...
2 4 2n
7z n 2
O Y
( ra et gyt )
3 5 2n+1
. Z e n <
T I
i <Z y st gt )

= cosz+jsing,



5.6 Hyperbolické funkcie

¢o je prvy Eulerov vzorec. Podobne si upravime rozvoj funkcie e ~*

2.2 :3.3 4 _4 5.5 N n
_ N Rl R Al R AR R4 1z
1z = 1— _—— —_— — —— —1 e
e jz+ > 3 + A 5 +...+(-1) w +

2 3 4 5 TN n
B T LI A 1y
= 1-jz 2+]3!+4! ig (=1 . +...
2 4 2n
=z z
= l— =+ =+...+(=1)"
( yTa bt gt )
3 5 2n+1
. .z n 2
— —— 4+ —+... (1) =—+...
J<Z st gyt >
= cosz—jsinz.

Tento vysledok dostaneme i pouzitim parity goniometrickych funkcif
e ¥ =cos(—z)+jsin(—z) =cosz—jsinz.

A nésledne s¢itanim alebo odéitanim vztahov pre e/ a e I dostdvame

. . elz ez
el*+e I = 2cosz = cosz = %,
. . jz _ iz
el*—e 7 = 2jsinz - sing= o2
2j
¢o su tri tzv. Eulerove vzorce (formuly)
e? = cosz+jsinz,
) el?—e it
sing= ————
z 5
el fe it
cosz =
‘ 2
5.6 Hyperbolické funkcie
Definicia 5.6.1 Zobrazenia definované vztahmi
3 5 2n+1 oo 2n+1
. 7z b4 z
sinhz=z+=>4+—-+4+...+ ——+...= ) ——,
SRR TR TR C PR s T g(znﬁ)z
2 4 2n © 2n
Al b4 b4
coshz=14+—4+—+...+ +...= ,
2 4 (2n)! nz::() (2n)!
inh
tanhz = o Z, cothz = .
coshz tanhz

nazyvame hyperbolické funkcie komplexnej premennej.
Funkcia sinhz je nepdrna, t.j. pre kazdé z € C plad
sinh (—z) = —sinhz,
funkcia coshz je pdrna, t.j. pre kazdé z € C plati

cosh (—z) = coshz.
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Nie je tazké odvodit, Ze pre hyperbolické funkcie platia analégie Eulerovych vzorcov

eliz — iz et—e ¢t
sinjz = ———— =singz=j——— =]jsinhz,
2j 2
) elitqe iz eiqye= h
C08jz 2 3 coshz,
el? —e iz
sinhjz = ———— =jsing,
2
_ el? fe iz
coshjz = — = cosz.

Podobne ako pre goniometrické funkcie, aj pre hyperbolické platia tzv. suctové vzorce

sinh(x+y) = sinhxcoshy+ coshxsinhy,
cosh(x+y) = coshxcoshy+ sinhxsinhy.

Ich pouzitim pre komplexnt premennd z = x+jy, kde x,y € R, dostdvame

sinh(x+jy) = sinhxcosy+jcoshxsiny,

cosh(x+jy) = coshxcosy+jsinhxsiny.
Odkial

Resinhz = sinhxcosy,

Imsinhz = coshxsiny
a

Recoshz = coshxcosy,

Imcoshz = sinhxsiny.

Obdobne odvodime pre stctové vzorce goniometrickych funkcif

sin(x+jy) = sinxcoshy+jcosxsinhy,

cos(x+jy) = cosxcoshy+jsinxsinhy.
Odkial

Resinz = sinxcoshy,

Imsinz = cosxsinhy
a

Recosz = cosxcoshy,

Imcosz = —sinxsinhy.

= Priklad 5.3 Nijdime vietky rieSenia rovnice
4cosz+5=0.

Rovnicu upravime

cosz=—-—,
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odtial pre redlnu a imagindrnu zlozku dostavame

5
I.:Recosz = cosx-coshy= T

II.:Imcosz = —sinx-sinhy=0.
Z 11. dostdvame
sinx=0&<x=kn,kdekeZ \% sinhy=0&y=0.

Rovnost I1. je splnend, ak x = k7 alebo y = 0 a rovnost /.
cosx - cosh >
X- —_
y 4’

nakolko x = k7t (cos (kx) = (—1)*), bude mat tvar

5

cos (k) -coshy = 2
5

“1)*.coshy = —2.

(=1)"-coshy 2

Budeme rozliSovat zvldst pripad pdrneho a zvlast pripad nepdrneho k € Z.
Nech k =2m

(=1)*".coshy = —%,
coshy = —%,
jE+e) = =5 /2
edte Y = _; /.Qey
e 42 = —5¢”,

2(e”)*+5¢+2 = 0, /subst.1 =¢”
260 +5t+2 = 0.

Kvadraticka rovnica mi rieenie tvaru

Vritenim sa k pdvodnej premennej y pomocou vztahu y = Int vidime, ze

1 —1
tl = ey1<:>_2:ey1:>y1:1n<2)¢R,

nh = e?e-2=e?=y=h(-2)¢R

prety aty niesthodnoty prirodzeného logaritmu definované. Preto rieSenim pre parny koeficientk = 2m

je (existuje iba imagindrna zlozka y = 0)

Zk—om =Xx+]jy=kn+j0=2mm.
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Nech k =2m+ 1
5
(=D)** . coshy = —=,
4
5
—coshy = —=
coshy 7
1 _ 5
E(ey+e y) = Z’ /2
5
ed+e? = 3 /-2e”
2e¥ 42 = 5e”,
2(e*)*—5e*+2 = 0,  [subst.r=¢e”
202 =5t+2 = 0.
Riesenim kvadratickej rovnice je
54+4/(=5)2—4.2.2 =2,
t - =
3.4 55 |
t4:§.
Cize hladanéy € R st
3 = ePs2=e”=y;=In2,
1 1
ty = ey4<:>§:ey4$y4:1n§:1n2_l:—ln2.

RieSenim pre nepdrny koeficientk =2m+1 (x =kn = 2m+1) ) je
Zk=omt1 =X+]jy=(2m+1)w£jIn2.
Celkovo sme nasli dve riesenia

Zh—2m = 2MT,
Zk=omr1 = (2m+1)mw+jln2.

n Priklad 5.4 Riesme goniometrickti rovnicu

sing=jm.

Kedze plati
Resinz = sinxcoshy =0,
Imsinz = cosxsinhy=m,

z redlnej zlozky dostdvame
Resinz: sinx=0&x=kn, keZ Vv coshy = 0.

Avsak coshy > 1, a teda nikdy sa nebude rovnat nule, nasli sme iba rieSenie x = k7, ktoré dosadime do
rovnosti

Im sinz: coskmsinhy =7,
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kde coskm = (—1)F
(—=1)*sinhy = 7.

HIaddme riesenie pre pirne k = 2m, ¢iZe upravime

(=1)*sinhy = T,
sinhy = m,
% (e¥—e™) = m, /-2e”
e —2me¥—1 = 0, [subst.r =¢”
F-2mt—1 =

Diskriminantom tejto kvadratickej rovnice je
D = 47 —4-1-(-1)=4(7*+1),
VD = 2vm2+1

a pre jej korene plati

_ 2
L mEym h=n+tva+l,
l2=—"F7F """ =
2 t2:7l'—\/7'52+1.

Opit si mdZeme vSimnut, zet) = T — Vi2+1<0a preto dostdvame iba jediné riesenie
y1 =Ing :1n<717+ 7t2—|—1> )

Riesenie pre parne k = 2m ma potom tvar
Zk—om =X+]jy=km+jln (n+ 4+ 1) =2mm+jln (7r+ 2B 1) .

Teraz sa budeme zaoberat rieSenim pre k = 2m + 1, t. j.

(=1)*sinhy = 7,
—sinhy = .,
1
) (e¥—e™) = m, /2

e?2me’—1 = 0, /subst. t=e”
P42mt—1 =
Pre diskriminant tejto kvadratickej rovnice plati
D = 4n*—4-1-(-1)=4(x+1),

VD = 2/rm2+1.

A jej korene su

— 2
| omev/AEgl | BETEEVEAL

t =
34 )

4 =—T— w2+ 1.
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Kedsets = —w— /72 +1 < 0, mdme opitibajedno rieSenie y3 = Int3 = In (—7[ +Vr2+ 1) ,apreto

Zk=omi1 =X+jy=2m+1)w+jln (—7[+ 7t2—|—1) .
Nasli sme teda dve riesenia
Zieam = 2mm4jln (7r+ 7r2+1) :

Tk=2mil = (2m+1)7r+j1n(—71:+ n2+1>.

m Priklad 5.5 Rozlozme funkciu sinz na redlnu a imagindrnu ¢ast a vypocitajme |cosz|.

Funkciu sinz rozlozime pomocou Eulerovho vzorca a nésledne pouzijeme rozpis pre komplexnt pre-
mennd z =x+jy

cosz = (e ) :%(ej(xﬂy)%fj(my))

—_ N =

= —((cosx+jsinx)e ¥+ (cosx—jsinx)e”
2

= % (cosx (e +e ™) +jsinx(e’ —e™))

= cosxcoshy—jsinxsinhy.

Cim sme ziskali redlnu a imagindrnu zlozku a mdzeme zistit |cos z|

|cosz| = \/Coszxcosh2 y+sin?xsinh?y = 1/cos2xcosh?y + (1 — cos? x) sinh? y
= \/ cos? xcosh? y 4 sinh?y — cos2xsinh?y = | cos?x | cosh?y —sinh?y | +sinh?y
S —.

=1

= /cos?x+sinh?y.

Na rozdiel od redlnej funkcie cosx nie je absoltitna hodnota komplexnej premennej cos z ohranicend. =

5.7 Logaritmicka funkcia

Definicia 5.7.1 Inverznd funkciu k funkeii f(z) : C — C\ {0}, f(z) = e naz§vame hlavnon
vetvou logaritmu a oznalujeme

lg :C\ {0} - C\ {0} :1gz=wez=¢".

p) AkVze C\ {0} plati

lgz=wew=Igz=In|z|+]argz.

R Logaritmickd funkcia je zrejme opit viacznaénou funkciou, a preto mézeme definovat zovseobec-
neny logaritmus

Lgz=In|z|+j (argz+ 2k7), k=0,£1,%£2,....
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u Priklad 5.6 VypotitajmelgzaLgz, ak z = 8v/3 —j8.

Podla formuly vyssie potrebujeme urcit modul a argument ¢isla z, teda

|Z’:\/82-3—|—82:\/82'4:\/82'22:8'2:16‘

_8/3 _ 3
COS(p—ﬁ—% 11
= Q =argz= —T7.
. -8 1 6
Sln(p:K:—j

A preto
11
lgz = Inl6+j 3l

11
Lgz = Inl6+]j <6ﬂ+2k7r), k=0,+1,42,....

5.8 Mocninova funkcia
Definicia 5.8.1 Viacznaénu funkciu

o .
Za — eng — ea Lgz

nazyvame mocninovd funkcia.
u Priklad 5.7 Uréme vietky hodnoty ji.
Zadany vyraz si rozpiseme
 Lgj—mltier%m) |
i —elell —eitlei — =Inl+j (§+2k7r) — olim(3+2) :e—n(j—l—Zk)’
=jm(5+2k)
kde k € Z. [

5.9 Cyklometrické funkcie

Definicia 5.9.1 Inverzné funkcie ku goniometrickym funkcidm nazyvame cyklometrické a definu-
jeme ich nasledujicim spésobom

arcsing = w & Z =sinw,
arccosz = w & 7 =COSW,
arctanz = w <~ Z = tanw,
arccotz = w = Z = cotw.

p) Preexplicitné tvary cyklometrickych funkcif plati, Vz € C
w = arcsing=—jLg (jz:t \/l—zz)7
w = arccosz= —jLg (zi \/Zz—l),

J j—z

w = arctanz=-Lg|(—— ), z# +1,
2 g<]+Z> 7

wo = arccotzzng <Z+J), 7 # +1.
2 z—)
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Ukdzeme si odvodenie explicitného vzorca pre funkciu w = arccosz.

arccosz =w -

7 = COSW,

vyjadrime w pouzitim Eulerovych vztahov

z
2z

2zeM"

(ejw)2 —2z(eM) +1
? =2z +1

el feiv
= —
— ejw_‘_efjw7 /.ejw
= eIV,
= 0, /subst. r=elv

0,

vyriesime kvadratickd rovnicu pre z € C, teda aj nasledujica odmocnina je komplexnou odmocninou

2

odkial zrejme

el =z+ V221,

2 _
I e \/;"Z“:Ziﬂ/izz_lj

nisledne pouzijeme logaritmus komplexnej premenne;j

Lgel"
jw
w

w

Lg (z:l:\/zz—1>,
Lg (Zi\/ﬁ—l),
leg (zi \/zz—l),

22—1).

Podobne odvodime explicitny vzorec pre funkciu w = arctanz. Ostatné odvodenia st analogické.

arctanz = w -

pouzitim znidmych funkcif

Z _=

jz(el e ) =

jzed 4z =

jZGij_Gij —

e2jw—j262jw —

e2jw —

odkial

W_i l+jz\

2i *\1-jz

sinw
Z=tanw = ,
cosw
1ejW_efjW . .
- g (edW —jw
j ejw_i_efjw’ /J (C +e )
ejw_e—jw, /‘ejw
edw_1,
_jZ—l, /(_1)
1+jz,
I+jz
1—jz’
J 1+jz j 1—jz
=L - ==L - .
2 g(l—Jz> 2 g(l+Jz>
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n Priklad 5.8 Nijdime rieSenia rovnice

tanz = 3j

vtvare = Rez+jImz.

Riesenim budu &sla

kdek € Z.

arctan(3j) =

JE <ln

= (5 k) +

J
2

jln

N o |
Le () =dig (3 ) =Lig (5
it3) 2%\ )72 2

. j L.
—2‘ +j (argz+2k7t)> = JE (ln2 +j (7r+2kﬂ)>

V2

2 )

5.10 Hyperbolometrické funkcie
Definicia 5.10.1 Inverzné funkcie ku hyperbolickym funkcidm nazyvame hyperbolometrické a de-

5.11

finujeme ich nasledujicim spdsobom

arsinhz
arcoshz
artanh z

arcothz

=

= = = =
1

z = sinhw,
7 = coshw,
z = tanhw,
7z = cothw.

R Expliciené tvary hyperbolometrickych funkeii st nasledujice, Vz € C plati

w o o=

w =

arsinhz =Lg <z+ 1 +Z2> )

arcoshz =Lg (er

,1),

14z

1

artanhz = -Lg ——, 7# *+1,
2 "1—z
1 1

arcothz = ngi, 7# +1.
2 Tz—1

Cvicenia
Cvicenie 5.1 Ndjdite linedrnu loment funkciu, pre ktort plati:
T
)= =oo, f(1+j) =1, [—2 _ |
F(=1)=5,f([) =00 f(1+]) [f{—g(»-[&-Z()!'§+[) =@)/]
L 27) =00, f(2) = —p)—2([— 1
fm e (et = s
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Cvicenie 5.2 Overte, ze plati:
a) el8i =7

b) sin’z+cos?z=1,

¢) sin2z = 2sinzcosz,

d) |e?| =eRez.

Cvicenie 5.3 Ndjdite redlnu a imagindrnu cast a absolttnu hodnotu funkcif:

Cvicenie 5.4 Nijdite vietky rieSenia rovnice:

a) sinz = %j,

b) cosz =5,

c) sinzg = %,

d) cosz=j/3,

e) cosz=j2v2,
f) sinz+cosz =2,

g) tanz=3j.

a) sing,
b) tanz,
c) sinhz,
d) tanhz.

[K ZuIs +xu1s A ‘{quis xsod [+ Aysoo xu;s_

AZysod+x7s0d (L7 YSOI+Xx7S00

AT JquIs+xg Lus A £gyuis+xguls
[1( UIS + X _uIs N ‘Lursxysod [+ Asooxyurs

A7500+X7Ys0d L7 SOO+X7 Ys0d

[299[ curl (1—)+uy=

[ZB% (Z:F_/\)Ulf Y7 =

(g qwis+xg yuis A LZuis+xgyuis

}
d

[Z2y'cul [Fuyz=2]

[Zz34 ((Ep+o)ul—%) Fuye=
[ZB>I‘<(I+_/\>UIfZ——):F1DIZ—
[29»1 (Z:F_/\>Ulf uyg+ %=

[Z>yqur [+ £ —uy

g
}
d

=’
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Krivka v Gaussovej rovine komplexnych Cisel

Parametrické vyjadrenie krivky I" v Gaussovej rovine (resp. parametrickd rovnica) je dané predpisom
() =x(0)+iy(),  relo,B]CR.

Uvedieme niekolko metdd parametrizicie kriviek v Gaussovej rovine. Celd problematika je zndma z teérie
funkcie viac premennych, kedy vektorovy zépis je nahradeny zlozkovym zépisom zvldst pre redlnu a zvldst
pre imagindrnu zlozku.

n Priklad 6.1 Niéjdime parametrické vyjadrenie krivky v Gaussovej rovine paraboly y = ¥ —-1LxeR.
Vyjadrime si funkciu po zlozkich

x(1) =1,

yit) = £2—1, 1€ (—oo0,).
Parametrickd rovnica md tvar

2t)=t+j (P —1), 1€ (—oo0,00).

u Priklad 6.2 Uréme parametrické vyjadrenie kruznice x* +y* = p? v Gaussovej rovine.

Pouzijeme polrne suradnice

x(t) = pecost,
y(t) = psint, t€[0,2m)

a parametrické rovnica ma tvar

2(t) = pcost +jpsint = pel’, t€[0,2m).
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Integrdl funkcie komplexnej premennej

Sformulujeme definiciu integrdlu funkcie komplexnej premennej, uvedieme niektoré jeho zdkladné vlast-
nosti a metodiku vypoctu.

Definicia 6.2.1 — Integrdl funkcie komplexnej premennej. Nech funkcia f (z) je definovand
a ohranicend na orientovanej krivke I', ktord ma parametrické vyjadrenie

2(t) =x(0)+jy(@),  tefo,pl.

Nech delenie D krivky I je dané deliacimi bodmi z9,21,22,...,2p,, kde p, je pocet deliacich bodov
delenia D.

Nech normou delenia v(D) je dizka maximélneho oblika Z;_12z, k = 0,1,2,..., py, t. j. V(D) =
max{|zx —zk—1],k=1,2,....pp }.

Nech je dani normdlna postupnost deleni® krivky I.

Ak na kazdom obltku z;_ 2 zvolime lubovolny bod 7, potom integrilnym stétom funkcie f(2),
vzhladom na delenie D a pre volbu bodov T, rozumieme

S(f,D,7) = ff(fk) (2 —zx-1) -

k=1

Cislo I sa nazyva integral funkcie f (z) po orientovanej krivke I', ak pre kazdt normalnu postupnost
deleni{D, }_, aprelubovolnt volbu bodov 7" jelimita postupnosti integralnych sactov { S( f, D,, T") }
rovnd ¢islu 7, t. j.

I = lim {S(f,Dn,7")}.

n—soo

“Postupnost deleni je normdlna, ak prislu§nd postupnost noriem deleni konverguje k nule.

p) Integril funkcie f (z) po orientovanej krivke I budeme oznacovat
/ f(z)dz
r

afunkciu f(z), pre ktort existuje integral po krivke I', budeme nazjvat integrovateind na krivke I.

Veta 6.2.1 — Zdkladné viastnosti integralu komplexnej premennej. Nech funkcie f(z) :
C>O>Dy—Cag(z):C DDy — Cstvoblast Q integrovatelné, Q@ C Dy, Q C D,
Nech I' € Q je Jordanova krivka.

1. Potom plati

[ taf @k @)de =k [ 1) dzk [2(2)d
r T

r

kde k1, k, € C.
2. NechI'=T"1UI3 ATt NI, = 0, potom plati

/f(Z)dZ:/f(Z)dZ+/f(z)dz.
T I I,
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3. Nech krivka I'* je totozna s krivkou I', ale md opa¢nt orientéciu, potom plati

/f(Z)dZZ */f(Z)dz
T I*

Dékaz. Analogicky ako v pripade krivkového integrélu redlnej premennej. [ |

Metédu vypoctu integrélu komplexnej premennej po krivke I' ndm urcf nasledujtca veta, pri ktorej dokaze
budeme potrebovat jednu pomocnt lemu.

Lema 6.2.2 NechI'jejednoducha, orientovana, po ¢astiach hladkd krivka s parametrickym vyjadrenim

z=z(t)=x()+jy(),  r€lo,pl.

Nech {d,},_, dn = {ot =1o,11,...,1,, = b} je postupnost deleni intervalu [, B] a nech {D,},
D, ={z0,21,---,2p, } je postupnost deleni krivky I.

Nech pre kazdé n € N je delenie D), vytvorené delenim d,, pomocou parametrického vyjadrenia, kde
Tk :Z(l‘k),k: 1,2,...,pn.

Potom postupnost {d, },_, je normilna préve vtedy, ked je normilna postupnost {D, } .,

n=1>

Dékaz. Dokaz iba v kritkosti naértneme. Predpoklad hladkosti krivky znamend, Ze v parametrickom
vyjadreni z = z () st funkcie z (¢), 2 (¢) spojité na prisluinom uzavretom intervale a tiez 7’ (r) # 0. Preto
je funkcia z () spojitd a prostd, a teda aj jej inverznd funkcia je rovnomerne spojitd. Tvrdenie vyplyva
z definicie rovnomernej spojitosti tychto funkcii. n

Veta 6.2.3 — Integrovatelnost funkcie komplexnej premennej. Nech I' je jednoduchi,
orientovand, po ¢astiach hladkd krivka s parametrickym vyjadrenim

z=z(t)=x(0)+jy(@), tefo,pl.

Nech funkcia f (z) : C D Dy — C, je definovand a ohrani¢end naT".
Funkcia f (z) je integrovatelnd na krivke I' préve vtedy, ked je funkcia f (z(r)) - 2 (¢) integrovateln4
na [, B] a plati

B
/f(Z)dz: j:/f(z(t)) 2 (1) dr,
r o

kde znamienko znamend kladnu (sthlasnt), alebo zdporni (nesthlasnt) orientaciu krivky I so svojim
parametrickym vyjadrenim.

Dékaz. Krivka I je hladkd a sthlasne orientovand s parametrickym vyjadrenim z = z(¢), t € [, B],
pretosuz (1), 7 (t) spojité na [, B] a2 (t) = 0 iba v kone¢nom pocte bodov.

Nech {d,,},_, je postupnost delent intervalu [et, B], d, = { & = 1§},1},... 1% = B}, pricom & = 1} <
n<..<t, = B. Uvazujme lubovolny vyber bodov 7" = (Tl,fz, i ) kde 7/ € [t,?fl,tﬂ, k=
1,2,..., pn. Nisledne vytvorime integralny stcet funkcie ¢ (1) = f (z ( )) ' (t) pre delenie d,, a vyber
bodov 7"

(P dnaf Zf )(tlil_tllgfl)'

Nech {D,}, _, je postupnost deleni krlvky I vytvorend delenim d,, pomocou parametrlckeho vyjadrenia,
t.j. Dy {ZO,Zl, ,an}azo<z1 —<zpn,pr1comzk—z(tk) k=1,2,...,pn.
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Nech §!' =z ( ”)
Potom &' jebod oblukaz} |z}, k=1,2,..., p, aintegrélny stlet prislichajicich funkcif f(z), deleniu
Dy, avyberu bodov En = (51 ,52, ﬁpn) je

S(f,Dn,E") Zf &N (& —21) -

Dokazeme, Ze tieto postupnosti integralnych stctov su sticasne konvergentné pre normdlne postupnosti
delenf a plati

th((P,dn,Tn) - lgn S(f,D,”gn),

n—soo

t. j. ze, pre kazdé € > 0 existuje & > 0 také, Ze pre kazdé delenie d intervalu [a, B], ktorého norma
v (d) < & (resp. delenie D krivky I', v (D) < 0) a lubovolny vyber bodov T = (71, T2,...,T,) (resp.
E, = (élvgb [EES) ép)) Platf

IS(f,D,&) —S(9,d,7)| < &.

Pomocnd Lema 6.2.2 ndm zarudf, ze ak bude aj norma v (D, ) dostato¢ne mald, bude norma v (d,) dosta-
to¢ne mald. Upravime lava stranu poslednej nerovnosti

I
M'u

S(£.D.&)—S(0.d.7)] £ (&) (e —2-1) f %) (k= te1)

—_

M~ 7

< 1 (&)l |z — zk—1 — 2 (m) (6 — ti—1)|

~
Il
_

D=

<

(6.1)

M|Z(tk) —Z(l‘kfl) -7 (Tk) (fk _tkfl) ,

~
Il
_

kde M > |f (z)| na krivke I'. Nakolko predpokladéme hladkost krivky I" st na [ar, B] spojité a spojito
diferencovatelné aj funkcie x (¢) a y () z jej parametrického vyjadrenia z(r) = x(¢) +jy(¢). Pre k-ty
s¢itanec v poslednej sume preto plati odhad
|lz(t) =z (1) =7 (m) (m—T-1)| = () +iy (@) — (x(te-1) +jy (1))
— (& () +3Y (1)) (6 — 1)
e (1) = x (t—1) = ' (1) (tx = ti-1)
+] (y (tr) =y (1) — ¥ (1) (e — fk—l)) ’ .
Na obe funkcie x (¢), y (t) mdzeme pouzit na intervale [t ,#;] Lagrangeovu vetu, podla ktorej na tomto

intervale existuja &isla M, Uy také, ze plati

x() —x(t1) = X (M) G—n-1),

y(t) = yt1) = ¥ (%) (—t1).
Odkial pre k-ty s¢itanec po prave dostdvame
|2(t) =z (1) =2 () (e —w—1)| = |(¥ () — '(f/)ﬂ O (%) — ¥ (1)) (tx — tr—1) |
(] () =X ()| + |y () = ¥ (1))
(e —t-1)- (6.2)

Funkcie X’ (¢), Y’ (t) st spojité na [, B], odkial vyplyva, Ze si rovnomerne spojité na ¢, 8], a teda plati,
zeVer > 036 > 0také, 2e V', 1" € [a, B], kde |t/ — 1| < & plati

Y W)<a A YE) Y @) <a



6.2 Integrdl funkcie komplexnej premennej 97

Polozime & = m, kde € > 0 je lubovolné. K nemu existuje 6 > 0 také, Ze pre delenie d intervalu
(o, B], ktorého norma v (d) < 8, plati

|T]k—Tk|§|tk—tk_1|<5 N |19k—fk’§|tk—tk_1‘<5.

A potom zo vztahu (6.1) pomocou (6.2) plati

p £ €
IS(f.D,&)—S(¢9.d,7)| SMk; <2M(3_a) + 2M(B—Ot)> -

Tym sme dokazali platnost pre hladkd krivku, v pripade po castiach hladkej krivky, ju rozdelime na po
¢astiach hladké obluky a pouzijeme Vetu 6.2.1. [ |

Vieme, Ze krivka moze mat viacero parametrizicii. Prave dokdzand Veta 6.2.3 ndm zarucuje nezvislost
hodnoty integrélu od parametrizicie krivky. Konkrétne hovori, ze funkcia f (z) je integrovatelnd na I"
prave vtedy, ked je integrovatelnd f (z(r))Z () na [a, B]. Pre vypocty ndm bude stacit predpokladat
spojitost a previest krivkovy integrdl na urdity integral, o ¢om hovori jej nasledujici désledok.

Désledok 6.2.4 — Vypocet integrdlu funkcie komplexnej premennej. Nech funkcia f (z) :

CODy—C, f(z) =u(x,y)+jv(x,y) je spojitd v oblasti Q C Dy.
Nech I'je jednoduchd, orientovand, po ¢astiach hladkd krivka s parametrickym vyjadrenim

Z:Z(t):x(t)+jy(t)7 Z‘E[OC,B],

ktora cela lezi v oblasti Q.
Potom plati

B
/f(Z)dzz i/f(z(t))z’(z)dt,
T o

kde znamienko znamen4 kladnt (sthlasnt), alebo zdpornt(nestthlasnd) orienticiu krivky I so svojim
p Y )
parametrickym vyjadrenim.

Dékaz. Krivkovy integrdl si mdzeme prepisat podobne ako pri dokaze Cauchyho-Riemannovej formuly
nasledujicim spésobom

/f(Z)dz:/(u(x,y)dx—V(x,y)dy)Jrj/(V(x,y)deru(x,y)dy)-
I I I

Vyuzijac parametrické vyjadrenie krivky I" a vlastnosti krivkového integrélu redlnej premennej dostdvame

B
[r@de = [ (@) 6.y @)y o)
T o
B
4 [ (@) 0+ ut 0.5 0) 0)d
ﬁa B
= [y @) v 5 O) (K O+ 0)d = [ £ 6.

A to je to, ¢o sme mali dokdzat, samozrejme s ohladom na orientaciu krivky. [ |



98 Kapitola 6. Integrdl komplexnej premennej

Uvedieme nasledujtce tri uzitoéné tvrdenia.

Propozicia 6.2.5 Nech funkdia f (z) : C D Dy — Cje spojitd najednoduchej, orientovanej, po Castiach
hladkej krivke s parametrickym vyjadrenim I": z = z(¢), 1 € [, B], a nech | f(z)| < M pre vietky body
zel.

Potom plati

[ £ ()dz| < max|£ @) IT =M L.
z€l'r
r
kde L = ||T'|| je dizka krivky T".

Dékaz. Pripomenime, Ze integral z absoldtnej hodnoty derivicie parametrizicie krivky je dlzka prislusnej

krivky, t. j.

/}z = N ()%= ] =

Potom plati

B B B
[1@a =|[ o) 0@ < [IrEe)l] ofd <mxlr @] []20)]d=m-L
r o o o

Nasledujuce tvrdenie je zovseobecnenim faktu redlnej premennej o derivicii integralu podla hornej medze.

Propozicia 6.2.6 Nech funkcia f (z) : C D Dy — Cje spojitd vbode z € C.
Potom plati

Dékaz. Symbol (z,z+ h) predstavuje tisecku so za¢iatoénym bodom z a koncovym bodom z+ &, ktorej
parametrizicia je napr.

Z(t) =z+1th, t€[0,1].

Uvazujme rozdiel

1

/f Ydw—f(2)| = /fz+th Vhdi — f / Flztth) — f(2))di

(z.2+h) (z z+h) 0
1

< /If(z+th)—f(z)|dt.

0

Nakolko je f (z) spojitd v bode z, plati pre [ubovolné € > 0

|f (z+1h) = f(2)| <€,
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pokial je |h| — 0 dostdvame

1
;l/f(w)dw—f(z)</£dt:8,
(c5eh)

z,z+h 0
¢o pri lubovolnej volbe € implikuje dokazované tvrdenie. u

Posledné tvrdenie umozni za istych okolnosti zimenu poradia integricie a limitného prechodu.

Propozicia 6.2.7 Nech T je jednoduchd, orientovang, po ¢astiach hladkd krivka a nech funkcie S, (z) a
S(z) st spojité funkcie také, ze S, (z) konverguje na I rovnomerne k §(z), t. j.

lim sup |S,(z) —S(z)| = 0.

N0 7eT

Potom plati

n—soo

lim [ S,(z)dz= [ S(z)dz.
[0

Dékaz. Odhadneme rozdiel

[s1@az= [s@dz = [(5,0) = 5@)a < [15,() - 5]
r I I

r

Pre Tubovolné € > 0 dostaneme z predpokladu o rovnomernej konvergentnosti index ng taky, Ze pre
vietky n > ng plati

sup[S,(z) = S(z)| = €.

zel

Pouzitim Propozicie 6.2.5 tak mdme

[s1@dz= [S@)dz <elr)=e-L.
r T

kde L = ||T'|| je dizka krivky T. Vzhladom na lubovolnost € > 0 mime

F/Sn(Z)dz—F/S(Z)dz =0,

odkial vyplyva dokazované tvrdenie. n

m Priklad 6.3 Vypoditajme integrl komplexnej funkcie

1
Jia
Z
I
kde krivka I je tisecka so zaciatoénym bodom j a koncovym bodom 1.
Parametrizujeme tsecku, a to pomocou jej smerového vektora E ajej zatiatoného bodu A
A = 0+j=(0,1),
B = 14j-0=(1,0),
AB = B-A=(1-0,0—1)=(1,-1).
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y=Imz

A
A

1 x=Rez

\4

Obr. 6.2.1: Krivka T z Prikladu 6.3

Tym dostdvame parametrické vyjadrenie usecky (pri tomto spdsobe parametrizicie tsecky bude patrit

parameter ¢ vzdy do intervalu [0, 1])

x(t) = 0+1-r=t,
yt) = 1—-1-t=1-—1¢, t€[0,1].

Parametrizované vyjadrenie krivky I" a jej derivécie je

z(t) = x+jy=t+j(1-1),

7)) = 1-j.
Dosadime do integrdlu a tento ndsledne vypocitame
1
1 1 1 1— t—j(1—t
[l = [t [
z 0 t—l—](l—t (1—t)t—j(1—1)
T 0
1
_/ t—j+t—t -1+t ,
) 2=t =t =1 —t 412

1
2 —1—] 1
- L / —j/idt
22 -2t +1 2t+1 2t2 — 2t+1 212 -2t +1
0 0
1
L2 2 N
N T YRR Ll I WO veR vy
0 0

1

- [m\zz —241|],— /%dt
4 —dt+1+1
0 Y———

(2t—1)?

N —

= (ln|2 2+ 1| —In|1]) —j [arctan (27 — 1)];

T

N ==

4

» Priklad 6.4 Vypocitajme integrél komplexnej funkcie

/(1+j—2z)dz,

r

(0—0)—j (arctan 1 —arctan (—1)) = —j (7 — <_f>> - _
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2

kde I je ¢ast paraboly y = x* so zadiatoénym bodom z; = 0 a koncovym bodom z, = 1 +j.

A
4

\4

Obr. 6.2.2: Krivka I z Prikladu 6.4

Obluak paraboly m4 parametrické vyjadrenie

x(t) = t,
yi) = 2, relo,1],
(1) = t+j1%,
(1) = t—ji%,
() = 1+25t.
A pre integral plati

/(1+j—2z)dz = [ (1+) —20+2j2%) (1 +2j1) dr

r

(1+] =20 +2j1* +2jt — 2t — 4% —4r*) dt = —2+ _j.

S O—__

n Priklad 6.5 Vypocitajme integral komplexnej funkcie

/(z2+z-2)dz,

r

kde krivka I je obluk kruznice |z| = 1,0 < argz < 7, orientovanej kladne.

Parametrizdcia oblika I' je nasledujiica

(1) = x(t)+jy(t) = cost +jsint = e,
(1) = x(t)—jy(t) =cost—jsint =e ',
4 (t) = jejtv
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“y:Imz

2(f) =¢'

A
A

1 x=Rez

\/

Obr. 6.2.3: Krivka I z Prikladu 6.5

¢o po dosadeni do integralu pre t € [0, ] ddva

T

T eldit it T

/(z2+z-2)dz = / (e¥"+el eI e”dt—]/ (e¥'+el)dr =j { 2T —i—.}
0 ! 0
1

J
r 0

1
— 3 3]ﬂ+e]ﬂ <360+60>

4/3
_ ! 3w +jsin37w | + T+jsinTm 4_ 8
= 3 COS Jjsm COS Jjsm 3 = 3.

-1 0 -1 0

a Priklad 6.6 Vypocitajme integril komplexnej funkcie
/ z-Imzdz,
I

kde krivka I" sa sklad4 z krivky I'y, o je Cast paraboly y = x%, kdex € [—1, 1] a krivky I's, ¢o je zas Cast
priamky y = 2 —x, kde x € [0, 1].

A

Obr. 6.2.4: Krivka I z Prikladu 6.6

Integril rozdelime na stcet dvoch

/z-Imzdzz/Z~Imzdz+/z-lmzdz.
I»

r I
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Prva krivku I'y parametrizujeme
x(t) = 1,
y([) = tza ZG[ 171]7
(1) = 14j1%,
Imz (1) = 1%,
7)) = 1+2t.
1 1 6
/Z-Imzdz = /(t—l—jt2)-t2-(1+2jt)dt:/(—2t5+3jt4+t3)dt:gj.
I -1 -1
Krivku I'; takisto parametrizujeme
x(t) = 1,
y<t) = 2_t7 te[071]7
(1) = t+j(2-1),
Imz(t) = 2—t,
() = 1-j.
1 5
/Z-Imzdz - /(t+j(2—[))-(2—t)-(1—j)dt:3+§j.
I 0
Vysledok je
6. 5. 43
/z-Imzdz = /Z'ImZdZ+/Z'ImZdZ=§J+3+§J=3+EJ.
r I I,
n

Dalsi priklad m4 kardindlny vyznam pre tvrdenia nasledujicej podkapitoly.

a Priklad 6.7 Vypocitajme integril komplexnej funkcie komplexnej premennej

1
f ( N )ndZ,
2 Z—20

kde krivka I je kruznica |z —zo| = p, p > 0,20 € C,n € N.

Parametrizdciu kruznice sme si ukazali v Priklade 6.2, pozrime sa este raz na problematiku vSeobecnejsie.

Opit pouzijeme poldrnu transformdaciu a pre komplexnti premennti dostivame

Z(t):pcost—i—j'psint:pejt, t€10,2m).

V tomto pripade médme kruznicu |z — z9| = p, a teda stred kruznice I nie je v bode (0,0) ale je v bode

20 = Xo +] Yo, a preto
(1) =z0+pel,  te€0,2m).

Derivécia parametrického vyjadrenia kruznice I" bude

() =jpe.



104 Kapitola 6. Integrdl komplexnej premennej

Pristpime k samotnému vypoctu integrélu

2 2r

! ! jpel i i1
——dz = /—n eJ dr = / = /e j(n )tdt.
f(Z—Zo)P” ; (zo+pel’ —zp) P "eJm pnfl /

Pozrime sana pripadn > 1,n € N

. 27 . i 2
f— e = / =Dy — [_e ! W]
— n n—] 1 _
J (z—20) o j(n—1) 0

[cos (n— 1)t —j sin (n—1)1]g"

n ‘An—1(p_1) ( )
P (n—1) ( 1)
Naproti tomu, v pripade n = 1, je integral nenulovy

7{ dZ_J/ Odt—]/dt—] 0 T =2mj.
Z—20

(1—j-0—(1—j-0))=0.

6.3 Cauchyho fundamentdina veta

Nasledujtca veta md zdsadny vyznam v celej analyze komplexnej premennej, preto ju ¢asto nazyvame
fundamentdlnou vetou teérie komplexnej premennej.

Veta 6.3.1 — Cauchyho fundamentdina veta. Nech funkcia f(z) : C O Dy — C, je holo-
morfnd funkcia v jednoducho stvislej oblasti  C Dy.

Nech krivka I" je jednoduchd, uzavretd, orientovand (kladne alebo zdporne), po ¢astiach hladk4 krivka,
krora lezi aj so svojim vnitrom vo vnutri oblasti Q.

Potom plati

%f(z)dz:
r

Dékaz. Ak predpokladime holomorfnost funkcie f(z), potom jej parcidlne derivicie st spojité funkcie

a dokaz mozeme vykonat ako priamy dosledok Greenovej vety a skuto¢nosti, ze redlna a imagindrna
zlozka funkcie f (z) = u (x,y)+jv (x,y) vyhovuji Cauchyho-Riemannovym rovniciam vo vnutri krivky
I', a dokonca aj v oblasti Q.

Rozpiseme si integrovand funkciu f a aj diferenciil dz na redlnu a imagindrnu zlozku

f@) = ulxy)+jv(xy),
dz = dx+jdy.

Po dosadeni do integralu dostdvame

]{f(z)dz:%(u—i-jv)(dx—i-jdy)Z?{(udx—vdy)—i-j%(vdx%-udy).
r r

r r
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Podla Greenovej vety, mdzeme integril po uzavretej krivke I' nahradit plosnym integrdlom v oblasti
ohranicenej touto krivkou, t. j. intI', a to nasledujico

j{(udx—vdy) = //( 3: 8y>dXd

T intI’

Ju Jv
%(vdx—l—udy) = // <8x - y) dxdy.
r intI”

A tak ako sme spominali, kedZe st funkcie u a v redlna a imagindrna zlozka holomorfnej funkcie v oblasti
Q, platia tu pre ne Cauchyho-Riemannove rovnice

du  dv
ox 9y’
du  Jv
Jdy  ox

Preto st oba plosné integraly rovné nule a celkovo plati, Ze

j[f(z)dz:
r

R ) Opacnétvrdenie, teda, ze znulovosti integrilov po [ubovolnej uzavretej krivke vjednoducho stvislej
oblasti vyplyva holomorfnost funkcie v tejto oblasti, sa nazyva Morerova veta.

a Priklad 6.8 Vypotitajme

e’*cosz
T2 %
1+z

kde krivka I"je kruznicaI' : [z—2 —j| = 1.

Funkcia

e’*cosz

f(2)= 52

je holomorfnou funkciou na celej Gaussovej rovine C, s vynimkou pripadu, kedy je menovatel rovny
nule, t.j.

1+Z2:0, = Z172::|:j.

KedZe viak anijeden z tychto singuldrnych bodov nepatri do vnudtrakruzniceI': [z — 2 — j| = 1, je vnttro
krivky I" podoblastou holomorfnej oblasti a pre integral plati

e’2cosz

2 dz=0.
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y=Imz
I
102
< - >
2 x=Rez
ZZ

Obr. 6.3.1: Krivka T z Prikladu 6.8

6.4 Dosledky Cauchyho fundamentdinej vety

Tak ako ma Cauchyho fundamentélna veta klicovy vyznam v celej komplexnej premennej, budi ndm jej
dosledky jasne ukazovat podstatny rozdiel medzi analyzou komplexnej a redlnej premenne;.

Dosledok 6.4.1 — Nezdvislost od integracnej cesty. Nech funkcia f(z) : C D Dy — C, je
holomorfna funkcia v jednoducho stvislej oblasti Q C Dy.

Nech 21,20 € Q, 21 # 22, st dva lubovolné r6zne body leziace v oblasti , kde z je zadiato¢ny a 25 je
koncovy bod dvoch Iubovolnych po ¢astiach hladkych kriviek I'1,I"; leziacich vo vnutri oblasti .
Potom plati

/f(z)dz:/f(z)dz.
I I

To znamend, ze hodnota integrélu nezdvisi od integra¢nej cesty, ale iba od jej zadiatoéného a koncové-

ho bodu.

Obr. 6.4.1: Nezdvislost od integracnej cesty

Dékaz. Krivka I" = I't @ T; je po Castiach hladkd a uzavretd krivka, ktora celd lez{ vo vnutri oblasti €,
¢im st splnené predpoklady Cauchyho fundamentalnej vety 6.3.1, preto s pouzitim vlastnosti z Vety 6.2.1
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plati

fr@a=0= [ra+ [1@a= [1@u- [1@de
r I I I I,

Odkial priamo vyplyva dokazované tvrdenie

/f(Z)dZZ/f(Z)dZ-
I I

Tento dosledok neplati, ak oblast nie je jednoducho stvisld. Napr. funkcia f(z) = 1/z a krivky zaéinajice
v bode z; = —1 a kondiace v bode z5 = 1, ktoré neprechidzaji jedinym singuldrnym bodom zp = 0
funkcie 1/z, ale ho obchédzaju, t. . pre polkruznice

I, : z=el, t€[-m,0],
I, : z=e t€|-m0].

maju prislusné integrily rozne vysledky

0. .
dz B jeﬁ o0 .
P S [ =im,

I —T
d [ —jel
z —J€ a0
Pl / "7 dz=—j[t]_,=—jm.

I —T

Funkcia f(z) nie je holomorfné v jednoducho suvislej oblasti, ale kazd4 oblast, kde je holomorfn4 a lezia
tam krivky I'y aI%, je dvojstvisla.

Dosledok 6.4.2 — Princip deformacie krivky. Nech I'j, I, st uzavreté, sthlasne (obe kladne
alebo obe zdporne) orientované, po ¢astiach hladké krivky aI', C intI'y.

Nech funkcia f'(z) : C D Dy — C, je holomorfnd na oblasti = intI"y NextI; a spojitd na uzdvere
Q.

Potom plati

Dékaz. Tvrdenie dokdzeme pre pripad, Ze s obe krivky orientované kladne, opacne je postup analogic-
ky.

Na oboch krivkéch zvolime dva rdzne body. Na vonkajej krivke I'y volime body A # B a na vndtornej
krivke I'; volime body A, # B,. Body A{, Az spojime orientovanou lomenou ¢arou 1, body By, B,
spojime orientovanou lomenou ¢iarou 9> tak, aby sa tieto nepretinali a celé lezali v oblasti intI'y NextI.
Tymto spésobom sme vytvorili dve uzavreté cyklicky orientované krivky

Ki = ABiepaAB, &,
K, = 7®BA) &9 ®BlA,
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[

Obr. 6.4.2: Princip deformdcie krivky

ktoré st po castiach hladké a uzavreté. Pre kazdd z tychto kriviek vieme néjst podoblast holomorfnej
oblasti, ktoré ju celt obsahuju. Preto podla Cauchyho fundamentilnej vety 6.3.1, plati

!f@ykzo, JEELS
alebo

/f(z) dz+/f(z) dz=0. (6.3)
K K

Okrem toho zrejme plati

[r@w = [ @ [f@a- [ rea- [ o
A B, 12 A,B, "

K AB; A,B,
/f(Z)dz = /f(z)dz— /f(z)dz—/f(z)dz+/f(z)dz.
K> Wil @ P A/IE

Sc¢itanim poslednych dvoch rovnosti a vzhladom na (6.3) bude platit

[ r@ar [ f@e- [ r@d- [ feda=o

AiBy BiA; AzBy BoA;

odkial dostdvame

$rd- § ra=o

¢o priamo implikuje dokazované tvrdenie. [ |

R) Ak st splnené predpoklady vety, mézeme [ubovolnt uzavretd integraént cestu nahradit ovela
jednoduchsou rovnako orientovanou uzavretou krivkou, napriklad kruznicou.



6.4 Dbsledky Cauchyho fundamentdinegj vety 109

Désledok 6.4.3 — Superpozicia principu deformacie krivky. Nech I',T", I, ... T, st jed-
noduché, uzavreté, sthlasne orientované, po castiach hladké krivky.

Nech krivky I'y, I, . .., I, lezia vo vnutri krivky I, pricom nemaju spoloény ziaden bod.

Nech funkcia f (z) : € D Dy — C, je holomorfnd naoblasti Q = intI'NextI’; N...NextI, aspojitd
na uzivere Q.

Potom plati

$r@dz=§ f@)dz+ § FR)d2+..+ § F(2) e

Dékaz. Tvrdenie dokdzeme pre pripad, Ze st vSetky krivky orientované kladne, opacne je postup ana-
logicky.

Na vsetkych krivkich zvolime dva rozne body A; # B;,i = 0,1,2,...,n, a to nasledujucim spdsobom,
na krivke I to budua body Ay # By, na krivke I'; to buda body A # By, a takymto sp6ésobom az
po body A, # B, na krivke I',. Takto sme si vytvorili ,premostenia“ medzi jednotlivymi krivkami
I',T2, ..., ako aj medzi samotnou krivkou I' orientovant lomend ¢iaru medzi bodmi Ag, By, %
orientovand lomend ¢iaru medzi bodmi A;, B4, prei = 0,1,2,...,n— 1 a nakoniec ¥, orientovand
loment ¢aru medzi bodmi B,;, By.

Tieto ,premostenia“ sa nepretinaju a celé lezia v oblasti Q = intI"Next (UL I5).

Tymto spésobom sme vytvorili dve krivky

Ki = ABo®7Y,AB, ©7,_195...8% BAB, &y BAB @Y,
Ky = BoA)@WEBiA| @Y1 PBA ©pD...DY-1DBA, DY,

I

Obr. 6.4.3: K dékazu Désledkn 6.4.3

ktoré st po castiach hladké a uzavreté. Pre kazdd z tychto kriviek vieme néjst podoblasti holomorfnej
oblasti, ktoré ju celt obsahujd, zrejme v oblasti intI" N ext (U?_,I';). Preto opit pouzitim Cauchyho
fundamentélnej vety 6.3.1, plati

/f(Z)dZZQ /f(z)dzzO,
Ky K>
resp.

/f(z)dz+/f(z)dz:0. (6.4)
K &
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A takisto mozeme pisat

/f(z)dz - / dz—/f )dz— /f dz—/f Jdz— ..
K

AoBo
/ dz—/f dz—/f dz—/f dz—/f )dz,
A3B; AB
ako aj
/f = / dz—i—/f dz—/f dz—i—/f dz—/ dz+/f dz —
BoAo BiA BA,

Ich s¢itanim a vzhladom na (6.4) plati

/f dz+/f )dz - /f )dz— /f()dz—---—/f(Z)dz—/f(Z)dz:O,

— —

AOBO Bvo 1A1 AnBy, B,A,
alebo aj
ff(Z)dz—]{f(Z)dz—ff(Z)dz—---—ff(Z)dZZO,
T I I I,
odkial dostdvame dokazované tvrdenie. [ |

Cauchyho integralny vzorec (formula)

Vytstenim predoslych myslienkovych postupov je zdsadnd veta integrilneho poctu komplexnej premen-
nej.

Veta 6.5.1 — Cauchyho integrdiny vzorec. Nech funkcia f (z) : C D Dy — C, je holomorfni
funkcia v oblasti Q C Dy.

Nech krivka I je uzavretd, orientovand (kladne alebo zdporne), po ¢astiach hladkd krivka, krord lezi aj
so svojim vnutrom vo vnutri oblasti Q.

Nech bod zg lezi vo vnutri krivky I.

Potom plati

1@

2717] Z= zo

f(z0) =

Dékaz. Predpokladajme, ze podla Désledku 6.4.2 o principe deformicie krivky krivku I' nahradime

v oblasti Q kruznicou I : |zfz()] =p,tj z(t) =z0+pelt = 7 (t) =jpel’, a teda bude platit
f(z) d — d _ff 20)+(f(2) - f(Zo))dZ
Z—20 7—20 <i—20
r I

_ f(z) = £ (20)
- f(ZO)]{ZZOdHf L=y,

Io
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Podla Prikladu 6.7 plati pre lubovolnt kruznicu so stredom v bode z¢

1
]f dz = 2mj.
Z—20

Iy
A teda plati
19 4.~ pagan 1+ § 1Oy,
Z—20 £, Z—20

Integrél na pravej strane rovnosti odhadneme. Nech € > 0 je lubovolné. Podla predpokladu Vety je
funkcia f(z) na Q holomorfn4, a teda aj spojitd v bode zp. A potom musi k € > 0 existovat § > 0 také,
ze pre vietky z € Q, pre ktoré |z — 29| < 8, plati | f (z) — f (20)| < €. Preto ak p < 6, tak pre kazdy bod
zeTyplatd |f(z) — f(z0)] < €a]z—2z0] < p. Potom plati

Tento odhad plati pre lubovolné € > 0, a preto musi byt

IR
Z—20
Ty
odkial priamo vyplyva tvrdenie dokazovanej Vety. [ |

p ) Cauchyho integrilny vzorec pouzivame na vypocet integralov typu
F L e —omj ).
Z—20
I
pri¢om pozadujeme holomorfnost funkcie f(z) vo vnutri krivky I, nie v bode zp.

n Priklad 6.9 Vypocitajme

1
fidz

2_1 ’
/ 7(z )

kde I je kladne orientovand kruznica": |z — 1] = 1.

Funkcia ﬁ je holomorfnou funkciou vsade okrem bodov z (zz — 1) =0,tj.

z1 = 0¢intl,
72 = 1€intl,
zz = —1¢intl.

Vo vnutri kruznice I' sa nachddza iba bod z, preto integril upravime tak, aby v ¢itateli bola funkcia
flz)= ﬁ, ktora je holomorfnd na oblasti, ktorej podoblastou je intI" a pouzijeme Cauchyho inte-
grélny vzorec 6.5.1

1

1 1 2(z+1) . { 1 :| .
IZ{Z(ZZ—I) ¢ 1fz(z%—l)(z—l) ¢ 1Zéz—l 2= 7 2(z+1) ]y &




112 Kapitola 6. Integrdl komplexnej premennej

Ay:Imz

\ 4

Obr. 6.5.1: Krivka T z Prikladu 6.9

m Priklad 6.10 Vypocitajme

7{ sz,dz,
Z+]
r

kde I"je kladne orientované kruznica I : |z] = 3.

“y=lmz

A
4

Obr. 6.5.2: Krivka T z Prikladu 6.10

Funkcia f(z) = sinzje holomorfnou funkciou na celom intI" a takisto plati, ze z; = —j € intI". Preto

7{ Sliz, dz = 27 f(z1) = 2mj sin(—j) = —27j -j sinh 1 = 27sinh 1.
2]
I

Cauchyho integrdlny vzorec 6.5.1 je mozné zovieobecnit.

Veta 6.5.2 — ZovSeobecneny Cauchyho integrdiny vzorec. Nech f(z) : C D Dy — Cje
holomorfna funkcia v oblasti Q C Dy.

Nech krivka I je uzavretd, orientovand (kladne alebo zdporne), po ¢astiach hladkd krivka, krord lezi aj
so svojim vnutrom vo vnuatri oblasti Q.

Nech bod zg lezi vo vnutri krivky I.
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Potom m4 funkcia f (z) v bode derivéciu kazdého rédu, pre ktort plati

n!
f(n) (ZO) = .%(f(Z)n_HdZ.

27 —
1/ (z 20)

Dékaz. Ukazeme si, Ze tvrdenie vety plati pre deriviciu prvého ridu, t. j. dokdzeme, Ze pre n = 1 plati
1 Z
2mj / (z—20)

Zvolime si lubovolné, ale potom uz fixné &islo zo € intI a takisto zvolme § > 0 také, Ze celé 8-okolie
bodu zg patri do intI". Takisto nech |Az| < 6, ¢ize aj bod zg + Az patri do 8-okolia bodu zg. Derivécia
funkcie f (z) v bode z9 je

£(z0) = lim f(z0+Az) — f(20)

Az—0 Az ’

pre hodnoty v ¢itateli podla Cauchyho integrilneho vzorca 6.5.1 plati

1 f(2)
flzo+Az) = M]lf(z_(z()‘f’AZ)) Z,
1 f(2)
f(ZO) = mlf (Z-Zo)dz.
Odkial
f(20+42) - f(z0) _ f(2) )dz
Az 27rJ Az (z— (20 +Az "~ (z—2z0)

e
- 27U Az) (f ZZ Z(;o —ZS)(EZ—_Z?; _AZ>> &
( (z—20)

fl(z 20) — f(2) (z—z20) + f (2) Az
(z—z20—Az) (z—z0) >dz

_ }7{( f(2)Az dz:yj{( f(2) dz.

2mjAz ) z2—20—Az) (z—20) 27j z—20—Az) (z—20)

2717_] Az

Limitnym prechodom pre Az — 0 dostdvame

) o floot+A7)—f(zo) . 1 f(2)
flo) = Algr—{lo Az _EI—?OZEjZ{(Z—ZQ—AZ)(Z—Zo)

_ b im f(2) L £
a 27Tjf(éﬁO(Z—ZO—AZ)(Z—ZODdZ_27Tjz{(z—zo)

V predposlednej uprave predchidzajicej rovnosti sme pouzili ,prechod® s limitou pod znak integralu.
To je mozné, ked plati

dz

f(z) f(z)

lim dz= dz,
8= (z—20 —Az) (z—20) J (z—20)
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resp. prave vtedy, ked

. f(2) f(2) o f(z)Az _
lim f(z dz— ¢ ——=dz = hm]{( dz=0.

Az—0 —w0-A)(z-2) ) (z—20) 850" (2—20 — Az) (2~ 20)

Ked?e funkcia f (z) je spojitd na L', plati | f(z)| < M previetky body z € I'. Dalej oznaémed = inlf |z—zo]
z€
vzdialenost bodu zg od krivky I, t.j. [z —zo| > d. Potom pre kazdé z € T plati

|z—z20 —Az| > |z —z0| — |Az] > d — |Az].

Potom

7{ f2)Az dz| < ML} A4 — 0, pre Az — 0.
L (z—20— A7)

(z—z0)* |~ (d—|Az])a?
Takze vykonand zdimena poradia limity a integrdlu bola mozn4.

Postupnou analégiou by sme dostali vztahy pre derivécie vyssicho radu az po samotné tvrdenie vety pre
n-ta derivaciu. u

R Zovseobecneny Cauchyho integrilny vzorec pouzivame na vypocet integrilov typu

%7f(z) dz = ea] o (20)-
(

RS R ]
L (2= 20) n
= Priklad 6.11 Vypotitajme

3
43 1
]{z+z+ dz,

(z—2)’

kde I'je kladne orientovand kruznicaI': [z — 1| = %

“y=ImZ

\/

Obr. 6.5.3: Krivka I z Prikladu 6.11

Funkcia f(z) = z°> + 3z + 1 je holomorfnou funkciou na celom C. Okrem toho singuldrny bod inte-
grantu ndjdeme z rovnosti pre jeho menovatel

(Z— 2)3 =0, = 2123 = 2 €intl
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tento singuldrny bod sa nachddza v menovateli integrilu v tretej mocnine, na vypocet integralu budeme
bovat druhd deriviciu funkci =73 +3z+1,vbod =2
potrebovat preto druhd derivdciu funkdie, f (z) =z° +3z+1, vbode z1 23

fl(z) = 322+3,
f” (z) = 6Z‘z:zhz.3:2 = 12.
Pre dany integral bude teda platit

3 .
2 +3z+1 27j ) .
f o ©T SOy = 127
| |
m Priklad 6.12 Vypoditajme
1
j{ PRPTVPY) ~dz,
L (z=1)(z=2)
kde I'je kladne orientovand kruznicaI": [z —2| = %
Funkcia g(z) = m je holomorfnd funkcia okrem bodov (z— 1) (z—2)* = 0, .j.
z1 = 1€intl,
23 = 2 cintl.
-« >
x=Rez
v
Obr. 6.5.4: Ku Prikladu 6.12
Podla predpokladov Désledku 6.4.3 nahradime povodnu krivku I" @ [z—2| = % napr. krivkou I'y :
lz—1]|= %, vnutro ktorej je podoblastou oblasti, na ktorej je holomorfna funkcia fi (z) = —1_ akriv-

(Z72)2 b}
kouT 3 : [z—2| = , vnttro ktorej je podoblastou oblasti, na ktorej je holomorfn funkcia f>3(z) =
1
—. Potom
z—1

1 1
1 -2 E=)) 27 27
]{—dz = % dz+]{ dz= filz) + f23(223)
— o2 —1 —2)? 0! 1 ==
L (@=1)(z-2) (z=1) o (z—2)

I
+27j [((z_ll)ﬂ 2=023=2

1
= 2m] [2
7).,
=2mj+2nj (—1) =0.

= 2mj-142m7j
7=223=2

=1

.
(z—1)
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m Priklad 6.13 Vypocitajme

<y

1
1Z{(z— 1) (2 +1)
kdeI'={z€ C|z=1+2cost+j (1+2sint),t € [0,27]}.
Parametrické rovnice maja tvar

x(t) = 1+2cost & (x—1) =2cost, /()2

y(t) = 1+2sint & (y—1)=2sint, /()2
ich umocnenim a s¢itanim dostdvame
(x— 1)+ (y— 1)* = 2%cos?r +2%sin’r = 2% (cos?t + sin’1) = 2,

¢oje kruznicaI™: |Z—l—j] =

Funkcia 1 je holomorfnd na celej komplexnej rovine C s vynimkou sin-

1)’ @+1) (1) ( i) (z— )
guldrnych bodov (z — 1 2( 241 )

12 = 1e intF,
z3 = j€intl,
w = —j¢intll & |—j—1-j|=V5>2=p.
Ay=Imz
1¢
-1 I z,
Obr. 6.5.5: Ku Prikladu 6.13
Podobne ako v ostatnom priklade volime namiesto pdvodnej krivky I" : |z— 1 —j| = 2 krivky s fiou

zamenitelné (podla predpokladov Désledku 6.4.3), a to napriklad krivku Ty 5 : [z — 1| = 1, vnttro keorej
je podoblastou oblasti, na ktorej je holomorfnd funkcia fj 2 (z) = ﬁ, akrivkul's 1 |z—j| = %, vnutro
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1

ktorejje podoblastou oblasti, na ktorej je holomorfnd funkcia f3(z) = e

. Pre integrél preto plati

1 1
I N2
- dz+74<ZZ”_<§+”dz=2njf{,z<m,z>+2njf3<a>
I3

1
fg(z—1)2(z2+1)dZ

2
r T, (e=1)
1 !/
= 2mj K)] o | —
Z+1 7=z12=1 (Z_l)Z(Z+J) =23=j
-2
= o |—— 2T
@+ o G=17G+i)
-1 1 . T Tj
= omj | — |+27j- =—mj+ = =2,
ﬂ](2)+ﬂ]4 7'L']+2 >

R Vpredchidzajtcich dvoch prikladoch sme podla tvrdeni Désledku 6.4.3 nahrddzali krivku I" dvoma
sthlasne orientovanymi (navzdjom i sthlasne s krivkou I'), navzdjom sa nepretinajicimi krivkami
I'1 2, I'3, ktoré lezia vo vnutri krivky I" a vo svojom vnutri obsahuja prislusné izolované singuldrne
body. Okrem tychto podmienok sme od kriviek pozadovali, aby boli po ¢astiach hladkymi. To
znamend, e zvolenymi krivkami mohli byt lubovolné krivky splfiajice dané podmienky (napr.
i kruznica s lubovolne malym polomerom, t. j. hranica lubovolného okolia singulirneho bodu,
nakolko izolované singulirne body neobsahujui vo svojom okoli nijaky iny singuldrny bod).

Priamymi désledkami zovieobecneného Cauchyho integrédlneho vzorca 6.5.2 st nasledujice tvrdenia.
Tieto vlastnosti holomorfnych funkcif nemaji v redlnom obore Ziadnu analdgiu.

Désledok 6.5.3 Nech funkcia f (z) : C D Dy — C, je holomorfn4 funkcia na oblasti Q C Dy.
Potom md na Q vsetky derivicie a tieto st takisto holomorfné funkcie na Q.

Dékaz. Priamo vyplyvaz Vety 6.5.2. |

Dosledok 6.5.4 — Liouvilleova veta. Nech funkcia f(z) : C — C, je holomorfnd a ohrani¢end
na C.

Potom je f(z) konStantnd funkcia.

Dékaz. Podla predpokladov je funkcia f (z) ohrani¢end na C, teda existuje M > | f (z)| pre vietky body
z € C. Zvolime lubovolné ¢islo zg a opiseme okolo zg kruznicu s polomerom p. Podla Vety 6.5.2 mdme

f(2) 1 M M
—— dz| < ——=2mp = —.
j{(z—zo)z - T 2mp? P [y

1

| ()| = 27]

Nakolko p mdze byt lubovolne velké, dostdvame | f' (z9)| = 0, odkial f (z9) = 0. KedZe z¢ je lubovolny
bod, je aj ' (z) = 0, a teda musi byt f(z) = konst.. [ |

Uvazujme funkciu sin z. T4to je holomorfnd na celej mnozine C a rozhodne nie je konstantnd. Liouvilleova
veta hovorf, Ze
kroru plati

sinz| nie je ohranicend funkcia. Co je podstatny rozdiel oproti reilnej funkeii sinx, pre
sinx| < 1.

Pomocou Liouvilleovej vety dokdzeme nasledujicu vetu.
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Désledok 6.5.5 — Zakladna veta algebry. Kazd4 algebrick4 rovnica
P(z) = ap?" +a7 ' .. 4a1z+a, =0
stupnan > 1,kde ag # 0, ay,az, . .. ,a, € C, md aspon jeden korer.

Dékaz. Postupujeme sporom. Nech P(z) je polyném stuptia aspori 1, ktory nemd Ziaden koren, t. j.
P(z) # 0 pre kazdé z € C. Potom funkcia

1

f(Z):%

je definovand na celej komplexnej rovine C a je tam holomorfni. Nakolko stupen polynémujen > 1,

plati

lim |P(z)| = oo & lim |f(z)| = 0.

I 0

To znamend, ze k lubovolnému € > 0 existuje &slo K > 0 také, ze pre vietky z také, ze |z| > Kje | f(2)| <
€. V kruhu |z| < K je funkcia f(z) spojitd, a teda aj ohrani¢end. Podla Liouvilleovej vety je potom f(z)
konstantnou funkciou. Potom by mala byt tiez P(z) konstantnou funkciou. Co viak nemdze byt pretoze
pozadujeme, aby P(z) nebol polyném nultého stupiia. |

V zévere kapitoly uvedieme asi naj$pecifickejsi dosledok, ktorym tému odlisnosti vo¢i redlnemu oboru
zavfsime.

Désledok 6.5.6 — Princip maxime modulu. Nech funkcia f (z) : C D Dy — C, je holomorfnd
a nekonstantnd funkcia na oblasti Q C Dy.
Potom |f(z)| nenadobuda svoje maximum v Ziadnom bode z € Q.

Predchddzajuce tvrdenie nickedy formulujeme nasledujicim spésobom.

p) Nech funkcia f(z) : C O Dy — C, je holomorfn4 na ohrani¢enej oblasti @ C Dy a spojitd na
uzdvere oblasti Q.

Potom |f(z)| nadobuda svoje maximum vzdy na hranici dQ, t.j.

|f(2)] Sirelgglf(W)l, 7€ Q.

Dékaz. Postupujeme sporom. Nech existuje zg € €, kde | f(z)| nadobuda svoje maximum, t. j.
|£(z0)| < max|f(z)| = a.
7eQ

Preto pre kazdy bod z € Q plati | f(z)| = a alebo | f(z)| < a. Vytvorime teda disjunkeny rozklad pomo-

cou mnozin

G = {zeQ||f(z)|=a},
H = {zeQ||f(z)| <a}.

Zrejme plati
Q=GUH, GnNH=0, z¢eG. (6:5)

Nisledne overime otvorenost mnozin G a H. Najskor G. Nech z € G je lubovolné. Hladime nejaké €-
okolie 0 (z, €) bodu z, ktoré je celé obsiahnuté v mnozine G, 0 (z, €) C G. Pretoze Qje otvorend mnozina,
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existuje vhodné € > 0, Ze 0 (z,€) C Q. UkédZeme, Ze zdroveii lezi v G. Podla Cauchyho integrilneho
vzorca 6.5.1 pre kazdd kruznicu I, so stredom v bode z a polomerom r < € plati

Lo f(w)
f(z)_27rjr o

r

dw.

Nech parametrizicia tejto kruznice je T'» : w(t) = z+ rel’, t € [0,27]. Potom

2r

27 .
o [LESE e < 5 -
a= 170 = |5 §taw| = 5| [ R e < o [ (el
I, 0 0
odkial prevedenim na jednu stranu a prendsobenim 277 dostivame

27 27
og/]f(z+reif)]dt—27m:/(|f(z+rej’)]—a)dr (6.6)

0 0

Pretoze a je maximdlna hodnota | f(z)|, plati
|f(z+rel)|<a, ¢ |f (z+rel)|—a<o.

V (6.6) integrujeme spojita funkciu, ktord je mensia alebo rovnd nule, a zéroven je integral nezdporny.
Integrél preto musi byt rovny nule a tym pddom aj integrovana funkcia, a preto plati

|f (z+red)[ <a,  te[0,27].

Zistili sme, Ze | f(z)| méd vo vietkych bodoch kruznice I', hodnotu a. Pretoze kruznica I', mé lubovolny
polomer r € [0, €], plati, Ze | f(z)| = a pre vietky body z 0 (z, €), inymi slovami o (z,€) C G.

Overime otvorenost mnoziny H. Nech z € H. Zvolime si € > 0 tak, aby splnalo

0<e<(a=|f@2))-

Zo spojitosti funkcie f(z) v bode z vyplyva, Ze mdzeme néjst také 8-okolie 0 (z, 8) bodu z, Ze pre vietky
w € o(z,0) plati

If(w)—f2)] <e.

A préve kvoli $pecidlnej volbe € dostdvame, ze plati

IfW| <|f@)|+e<|f@+a—|f(2)=a

pre vietky w € 0(z,8). Pretow € 0(z,6) C H.

Nakolko je mnozina  suvisld, nie je mozné ju pokryt dvoma otvorenymi disjunkenymi mnozinami,
ktoré maju obe neprdzdny prienik s Q (vid. Definicia 2.4.7). Ak porovndme tato skutocnost s (6.s),
zostiva ndm iba moznost, Ze H N = 0, to viak znamen4, Ze

Q=0aG.

Potom ale funkcia | f(z)| musi byt konstantnd na Q. Tymto sporom ddkaz ukonéime. [
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6.6 Cvicenia

Cvicenie 6.1 Vypoditajte nasledujuce integrély:

a) [zdz,kdeT'={z€ C|z=1+jt,t €[0,2]}, (£~ o1]
r -8

b) [(¥*+jy)dz, kdel'={z€C|z=t+jr,t €[0,1]}, (1249
r . T

) [£dz,kdeT' = {z€C|z=¢l,1 €[0,27]}, o]
r

d) [(2)'dz kdeT = {z€ C:z=r+jr,r € [0, 1]}. (- D]
r 8 Z.

Cvicenie 6.2 Vypocitajte nasledujice integraly po uzavretej krivke:
a) f—dz,kdel—‘z {zeC||z| =2},

fcoszdz, kdeI'={(x,y) eR* | ¥ +4y* =1},

[fxg]
<) ZQH kde I'je lomend ¢iara ABCA: A = (0,0),B = (1,2),C=(-1,2), (1]
1_' .
e = =
d) ¢ Sdz kdeI'={z€ C||z| =3}, [[ qmsz%_}
idz,kdeT'={z€C||z—1|=1},
) § etz kdeT = z€ € [z=1] =1} ]
f) fzsll—oz)dz, kdeI'={z€ C||[z[ =2}, 0]
>f§1“( ) dz kde T = {z€ C || =3}, -

h) f (2471)

r

kdeI'={z€C||z] =2}. [ € }
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V tejto kapitole sa budeme zaoberat dal$ou dodlezitou vlastnostou holomorfnej funkcie, a to jej reprezen-
ticiou mocninovym radom. Zacali sme holomorfnostou funkcie, nisledne sme si ur¢ili jednoznaénost
mocninového rozvoja funkcie a ndsledne sme odvodili Cauchyho integrélny vzorec 6.5.1. A préve z tejto
integrélnej reprezenticie dostaneme o chvilu rozvoj do mocninového radu. Opit je to typicky vysledok
pre komplexné funkcie, ktory v redlnom obore neplati.

7.1 Taylorov rad

Definicia 7.1.1 —Taylorov rad. Nechje funkcia f(z) : C D Dy — Cholomorfnidvbodezg € Dy.
Potom mocninovy rad

11 (n)
f(z0)+f'(zo)(z—zo)+f2(f°) (z—20f+...+L nfz")( ~ )"+
= £n)
= ;)f nEZO) (z—2z0)" (7.1)

sa nazyva Taylorov rad funkcie f(2) v strede (¢isle, bode) zy.

Veta 7.1.1 —Taylorova veta. Nech funkcia f(z) : C D Dy — Cje holomorfnd v oblasti Q C Dy
a nech zp je lubovolny pevny bod oblasti €.

Potom Taylorov rad (7.1) konverguje v kazdom bode vnttra kruhu |z —z9| < R, leZiacom vo vnttri
holomorfnej oblasti Q, a vo vnutri konvergenéného kruhu plati

= (n)
1= £ o

Dékaz. Bez ujmy na vieobecnosti predpokladajme zg = 0, teda Maclaurinov rad. Dalej predpokladajme
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kruznicu |z| = r, ktor4 lezi vo vnutri kruznice |z| = R C Q. Okrem toho nech Iy : |z| = rg je sstrednd
kruznica s oboma predchddzajicimi a plati r < ry < R.

Potom pre lubovolné &slo w z vnttra kruznice I'y (w € Tg @ |z| = ro C Q) podla Cauchyho integrélnej
formuly plati

_ 1 f(w)
f(z)_27rj| r 2

dw.

Okrem toho pre dve rdzne komplexné &islaz € |z] =raw € Iy : |z| = rg plat

n

1 o0 oo
1 = 1 /z\» Z
__w _E‘ _2:
w—z 1—-% ;(W) Tt
w n=0 n=0

pre vietky w € [, teda |z| < |w| & | £| = 7 < 1, kedze k tomuto radu existuje majorantny geometricky
rad s kvocientom - < 1.

Nisledne s pouzitim Cauchyho fundamentalnej vety 6.3.1 a jej dosledkov, ako aj vyssie spomenutej Cau-
chyho integrélnej formuly 6.5.2 zrejme plati

1 fw) . & fw . & ()
F@) =55 w—zdw_,g)znj it dw_ngo T
FQI|Z|:r0 r03‘2|:r0

Obr. 7.1.1: Taylorova veta

Pripomenime si Vetu 4.3.4 o jednoznacnosti mocninového radu z kapitoly o mocninovych radoch holo-
morfnej funkcie, ktord ndm spolu so svojim désledkom hovori, Ze ak existuje nekonecny rozvoj nejakej
funkcie, je tento rozvoj jediny.

m Priklad 7.1 Néjdime Taylorov rad funkcie

ozt
-

(@)
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so stredom v &sle zg = —1.

Dan4 funkcia je holomorfnd na komplexnej rovine s vynimkou singuldrneho boduz; = 1ana C\ {1}

plati

-2
flz) = :
(z—1)*
-2
'@ = (-2) ;
(z—1)°
3.2
@) = (=D (-2) ;
(z—1)*
n!
M) = )N
(Z _ 1) +1
Odkial pre funkéné hodnoty tychto derivécii v ¢isle zg = —1 plati
|
Wy =_"
1=,
okrem
—14+1
—1) = =0.
Preto Taylorov rad funkcie f(z) = i—i v bode zg = —1 konverguje vo vnttri kruhu [z+ 1| < 2, kedZe
préve na hranici sa nachddza jediny singulirny bod z; = 1 (vzdialenost od stredu zg = —1 je prave 2),

v ktorom funkcia nie je holomorfnd, a teda neexistuji v iom ani prislusné derivicie. Cize pre vnutro
kruznice [z+ 1| < 2 plati

==y T ey = B

n=0 : n=

= (z+1)"
1

so stredom v bode zg = 0.

Dan4 funkcia je holomorfnd na C\ {1} a plati

, _ -2

f (Z) - (Z* 1)37
1 3-2

f (Z) - (Z 1)4a
111 —4-3-2

f (Z) - (Z— 1)5 )



124 Kapitola 7. Holomorfnda funkcia ako mocninovy rad

Gize pre zo = 0 dostavame f) (z9) = £ (0) = (—1)" (("T)},)ﬂ = (n+1)!, a preto vo vnutri kruznice

|z| < 1 plati

p) Nahladanie Taylorovho rozvoja f(z) = ¥ a, - (z— 20) mozeme vyuzit tieto tri moznosti:
n=0

1. vypoditat koeficienty a, podla vztahu

1" (z0)

n!

ap = »

2. alebo pouzit vztah

an = L f S dz,

2T _ n+1
1 (z—20)

kde I je kladne orientovani krivka leZiaca vo vnutri kruhu konvergencie a vyhovujica pod-
mienkam zovieobecneného Cauchyho integrdlneho vzorca 6.5.2,

3. alebo vyuzit jednozna¢nost mocninového rozkladu a na hladanie Taylorovho radu pouzit
vzorec pre sucet konvergujiceho geometrického radu

ZaO'qn =
n=0

keory plati pre |¢| < 1.

S
_

m Priklad 7.3 Néjdime Taylorov rad funkcie

3
2+72

fz)=
so stredom v &isle zg = 0.

3 5= md singularitu v bode z; = V2i 2j, preto upravujeme v zmysle

Poznamenajme, ze funkcia f(z) = 57
zl <V2 /
— 3 22
- 13 (-5) L e

tretiecho bodu vyssie uvedenej poznambky, t. j.
Obor konvergencie daného Taylorovho radu je vnttro kruznice |z| < v/2, ktoré neobsahuje singulérny
bodz; = \/2] n
m Priklad 7.4 Niéjdime Taylorov rad funkcie

98]
W
N\w

N‘N N\w

) = 2+ZZ=2<1+§>= -

_Z
z+2

so stredom v &isle zg = 0.

f(2)=
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Singuldrny bod funkdie f(z) = 5 je z1 = —2. Pri hladan{ rozkladu budeme postupovat dvoma sp6-
sobmi. Najprv upravime

1 apg = 1
[ 1 1 1
z z z z ‘—%‘<1<=>2<‘Z‘
oo 2\ " oo on
Tento Taylorov rad konverguje na vonkajsku kruznice 2 < |z|, ktord neobsahuje singularitu z; = —2.

Ak by sme vsak postupovali inak, dostdvame

_2)_/ i|< OI_

1_
=z N\ e s
(YR
n=|

n=0

l\J\N N‘N

f@) = =

m\~\mw~

z<2/

Tento rozklad je konvergentny vo vautri kruhu |z| < 2, ktory tiez neobsahuje singuldrny bod z; = —2.
Preto mézeme pisat

|

L (=15, prele>2,

i
Z

f(z):z—ij:

Y (—1)"- 25, prele <2.

Vsimnime si, ze ak je kvocient geometrického radu s premennou z v ¢itateli, je oborom konvergencie
prislusného mocninového radu vnsitro kruznice, a naopak, ak je premennd z v menovateli kvocientu,
oborom je vonkajsok krugnice na komplexnej rovine.

s Priklad 7.5 Néjdime Taylorov rad totoznej funkcie
Z
Z)— ——=
fG) z+2
so stredom v &isle zg = 1.

Stred konvergencie daného mocninového radu je posunuty mimo pociatok stiradnicového systému, preto
pouzijeme substiticiu

t=z7—z0=2z—1 = z=t+1.
Dosadime do pévodnej funkcie (singularita je zj = —2) a upravujeme ju na pozadovany tvar
flo) = z _ t+l 41l 4+142-2 143 2
T F2 T iti42 143 143 143 143
2 @=5
1
- 1772 — 143 q——%— (Z )
1+3 1—-(=%) |<1<:>|t\<3
lz—1/<3
=2 " S 1 SR Gt
= =R (s5) SR g =2 R
n=0 n=0 n=0

Rad konverguje vo vnutri kruznice |z — 1| < 3 (neobsahuje singuldrny bod z; = —2). .
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m Priklad 7.6 Néjdime Taylorov rad funkcie

fl2)=

.
(z+1)(z—2)

so stredom v &isle zg = 0.

Najskor si dant raciondlnu funkciu rozlozime na elementirne rydzoraciondlne funkcie

b4 A B
= + e+ 1) (z—2
+1)(z—2) e SVA CR G
7z = A(z=2)+B(z+1),
1
= —1: A=
z 3
2
= 2: B=—-.
¢ 3
A potom upravime
N S S N B S N
(z+1)(z—=2) 3(z+1) 3(z—2) —(—2) 2-z4 1-(-2) 1-3

1

a():% ap = %
|-zl <1 &7l <1 4] <1 \z|<2

(-1

= Laere B =L (F ) =R 0 ey,

n=0 n=0

Rad konverguje na prieniku oboch oborov konvergenc1e lz| < 1A|z] <2),t.j. vautri kruznice |z] < 1

a neobsahuje ani jednu zo singularitz; = —1, 25 = ]
m Priklad 7.7 Néjdime Taylorov rad funkcie
Z
)= (z+1)(z—2)

so stredom v bode zg = 1.

Funkcia je t4 istd ako v predchddzajucom pripade, ale iny stred

t=z—z0=2z—1 = z=t+1.
Potom
1 2 1 2 1 : 2
= + = + =_ —
1@ 3(z+1)  3(z—2) 3(t+2) 3(—1) 3(1_(_3) 1-:)
ao:% a0:2
_ =-3 q=t
- ]—§]<1<:>\t|<2 t| <1
lz—1] <2 lz—1]<1
—- - —1"7(7) o) =2 Yy 2(z—1)").
T B )

Rad konverguje na prieniku oboch oborov konvergencie (|z— 1| < 2A |z — 1| < 1), t.j. vnttro kruznice
|z| < 1 a neobsahuje ani jednu zo singularitz; = —1,zp = 2. .
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problémy ich odvodenie.

p ) Uvedme niekolko mocninovych rozkladov elementirnych funkcif. Citatelovi by nemalo robit

Pre kazdé z € C plati
1.
. Z2 Z3 7 oo A
el=ldz+ ot ... = ,
2 3! n! =n!
2.
3 5 2n+1 0 2n+1
Z Z Z Z
inz=z— - 4ot (-] =Y ()
sinz=z-itg et gyt n;()( eyl
3.
2 4 2n g 2n
Z Z Z Z
S N —1)”
o8t ata T gt n;o( S aor
4.
3 5 2n+1 s 2n+1
Z Z Z Z
inhz =74 — + = bob =
B T TR P DI ,g(znﬂ)z’
5.
2 4 2n oo 2n
Z Z Z Z
he=14+2 4% . = .
coshe=tto et ,;)(2;1)!
Okrem toho, pre |z| < 1 plat
6.
| .
— =144+ + =Y
I-z n=0
7.
3 5 2n+1 oo 2n+1
Z Z n < n <
tanz=z— =+ .. +(-1 =Y (-1 .
aretang =z =35 e H OV T T n;)( i

R Niekedy je vhodné upravit pomocou uz zndmeho tvaru Taylorovho radu inej, podobnej funkcie
n Priklad 7.8 Néjdime Taylorov rad funkcie
2
fl@)=z-e""

vstrede zo = O.

Pouzitim Taylorovho rozvoja funkcie e* dostdvame

2 - (_ 2)” o 2n+1
[ et = /|- <wet<eo/=2 Y

z 02
n! (=1) n!

n=0 0

n
Funkcia je holomorfna na celej komplexnej rovine.

127
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m Priklad 7.9 Néjdime Taylorov rad funkcie
f(z) =sin’z
v strede zo = O.
Funkecia f (z) = sin”z je holomorfné na celej mnozine C a takisto na tejto mnozine plati, ze

.2 1 —cos2z
sin“z=——>—.
2

oo

ked?ecosz= Y (—1)" %, plati pre vietky z € C

p Takisto méze byt uzitoéné funkciu zderivovat alebo integrovat na vhodny tvar, aby sa tito dala
rozlozit na geometricky rad.

= Priklad 7.10 Niéjdime Taylorov rad funkcie
f(z) =In(1+z)

v strede zo = 0.

Derivicia funkcie f(z) = In(1+z2) je f'(z) = %ﬂ, pre ktoru zrejme plati

_ 1 _ 1
14z 1-(-2) &

f'@)

pre |z| < 1. Odkial integrovanim lavej strany a pravej strany ¢len po ¢lene dostdvame

n+1

£(z) =In(1+2) :;(—1)”;“.

m Priklad 7.11 Niéjdime Taylorov rad funkcie
f(z) = arctanz

v strede zo = 0.

Podobne ako v predchddzajicom priklade plati

pre |z| < 1. A integriciou zrejme bude platit
0 i Z2n+1
f(z) = arctanz = ngb(—l) il
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Laurentov rad holomorfnej funkcie

V predchddzajicej casti sme si ukazali fakt znidmy i z analyzy redlnej premennej, Ze funkciu za istych
podmienok, v pripade komplexnej premennej je to holomorfnost v oblasti, vieme rozlozit na sucet
mocninového radu. Tento rozklad ponuka Siroké moznosti vyuzitia ¢i uz pri vySetreni funkcie, alebo
jej nahradeni pri pribliznych vypoctoch. Problematické vsak je, Ze tento jedine¢ny mocninovy rozklad
vieme urdit za podmienok, ktoré v kone¢nom désledku vzdy vedu na limitujicu holomorfnost v oblasti
konvergen¢éného kruhu. Je prirodzend snaha o moznost vyjadrit funkciu ako stcet jedného radu aj
v inych oblastiach, ktoré st v praxi omnoho viac Ziadané. Ako sme si uz naznacili, jednou z najcastejsie sa
vyskytujacich situdcif v teérii komplexnej premennej je prave holomorfnost vo vndtri kruhu bez svojho
stredového bodu.

Problematiku si na¢rtneme na rozklade nasledujicej funkcie.

Funkcia

f(Z):ll_Z

je holomorfn4 na C\ {1}. Rozklad tejto funkcie na mocninovy rad so stredom v pociatku stiradnicového
systému je

1 [ee]
f(Z):E:1+Z+Z2+...+Zn+...:z‘z)z",
n—=

ktory konverguje vo vnutri kruhu |z| < 1. Samotn4 funkcia f(z) = %_Z je holomorfnd aj mimo oboru
konvergencie mocninového radu, teda na vonkajsku kruhu |z| > 1. Tu viak nie je mozné dand funkciu
vyjadrit ako rozklad na mocninovy rad so stredom v bode nula, pretoze taky rad by musel konvergovat aj
vz = 1, kde v§ak md funkcia singularitu.

Ak by sme netrvali na poziadavke, aby rozklad funkcie bol mocninovy rad, pre |z| > 1 plati nasledujuici

rozklad

1 1 1 1 1 1 1 1 1
7) = =- = =——(l4+-4+=+...———...
1) -z z1-1 z1-1 z< 7 z? 7 >
1 1 1 1 > 1
- LTEETw TR

Vidime, Ze je mozné funkciu vyjadrit ako rozklad, ktory obsahuje zdporné mocniny z, krory konverguje
v doplnku kruhu v rovine, ¢ize akejsi oblasti s vyrezom.
Definujeme si Laurentov rad a uvedieme niektoré jeho zédkladné vlastnosti.

Definicia 7.2.1 — Laurentov rad. Rad tvaru

=) —1 o
Y an(z—20)"= ) an(z—z0)"+ Y an(z—20)", (7.2)
n=0

n=—oo n——oo

sa nazyva Laurentov rad funkcie f(2) v bode zo a koeficientmi a,, n € N.

-1
Rad Y a,(z—20)" sanazyva hlavnd cast Lanrentovho radn.
Nn=—o0

Rad Y a,(z—z0)" sa nazyva reguldrna éast Laurentovho radn.
n=0

Rad (7.2) konverguje v bode z € C prave vtedy, ked konverguje sti¢asne v tomto bode jeho hlavn4 aj
reguldrna ¢ast, pricom jeho stcéet je ich si¢tom. T4 istd terminoldgia sa tyka absolttnej a rovnomernej
konvergencie.
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Oborom konvergencie Laurentovho radu je prienik oborov konvergencie jeho hlavnej a reguldrnej ¢asti,
¢o ddva i ndvod na jeho ndjdenie. Reguldrna ¢ast Laurentovho radu je mocninovy rad s istym polomerom
konvergencie R, ktor4 konverguje na otvorenom kruhu {z € C ||z —zo| < R}. Hlavnd ¢ast sice nie je

mocninovy rad, ale z ¢asti o funkciondlnych radoch vieme, Ze napr. zavedenim substittcie u = et

dostaneme rad Y, a,u”. Nech K je polomer konvergencie tohto mocninového radu. Pri konvencii % = oo,
n=1
1 =0, polozime r = 4. Potom hlavn ¢ast Laurentovho radu konverguje absoltitne pre vietky body

oo

mnoziny {z € C | |z—zo| > r}. Celkovo Laurentov rad (7.2) konverguje absoltitne na mnozine
M={zeC|0<r<|z—z| <R < oo},

ktort budeme nazyvat medzikrugie a oznacovat M(zo,r,R).

Veta 7.2.1 — Laurentova veta. Nech funkcia f(z) : C D Dy — C je holomorfnd na medzikruzi
M(ZQ,}’,R) C Df.
Potom sa funkcia f(z) d4 na tomto medzikruzi rozvintit do radu

flx)= i an(z—20)",

n=—oo

krorého koeficienty a,, st dané

1 f(2)
=— ¢ ———d =0,+£1,£2,...
_ 27lef(2—zo)"Jrl © TR

kde krivka I" je jednoduchd, uzavretd, kladne orientovand, po castiach hladka krivka, ktord celd lezi
v medzikruzi M, pricom bod zq lezi v jej vnutri.

Dékaz. Tak ako v pripade dokazu Taylorovej vety, bez ujmy na v$eobecnosti predpokladdme, ze zg = 0.
Nech z € M(zo, 1, R) je lubovolné ale pevné &islo. Dalej zvolime vo vnttri medzikruzia M(zo,r, R) dve
sustredné kladne orientované kruznice I'g, a I'g, so stredom préve v zg = 0 tak, aby bod z lezal v medzi-
kruzi tychto dvoch kruznic, a teda plati r < Ry < |zl <Ry <R.

Okrem toho volime tretiu kruznicu I',; so stredom v bode z a polomerom r3 dostatoéne malym, aby
lezala v medzikruzi M(zg, R1,R2) kruznic I'g, aI'g, tak, aby ani jednu z nich nepretinala.

M(z,, R, R,)

Obr. 7.2.1: K dékazu Launrentovej vety 7.2.1
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Potom pre holomorfnu funkciu g(w) : w — {V(—ivz) v tejto oblasti plati
1 1 1
R P I PR R . P ]{f )
2ny J w—z 2nj) J w—z 2ny J w—z 27TJ w—2z
Ry 3 Ry

Odkial vyjadrenim f(z) dostdvame
YW P P L

271] w—z 2717] w—z 27j 27j 7— w
Iz, Ig, Ig, Iz,

f(z)=

Vsimnime si, Ze prvy integrl na pravej strane predchddzajiiceho vztahu je asociovany s reguldrnou ¢astou
adruhy s hlavnou ¢astou Laurentovho radu.
Zatneme tGpravou prvého integralu

271rj ivr(—wldwz 271]7{][ % 5 :271rjr7{f ii()

n

Tk,
| 1 N N+1
= mj{f(w)wngb( ]{f W 177
Tk,
_ oyl § L0 L (E)N“ I0%) 4.,
=" 2mj ) wrtl 2mj w w—2z
n= Tz, Ig,
an pre N—oo je‘vr}’rraz rovny 0.

V predoslej tprave sme zamenili poradie integrélu a sumy. K tomu potrebujeme overit rovnomernt
konvergenciu prislu§ného radu na krivke I's,. Nech M = max |f(w)|. MdZeme preto napisat odhad
WGFRZ

FL (EY] <2 el
wlw/ | T R
Kedze ‘Z‘ < 1 midrad Z fw ) (%) pre w € I'g, konvergentny majorantny ¢iselny rad Z M Iliﬁ ,

atedaje podla Welerstrassovho kritéria (Veta 4.1.3) rovnomerne konvergentny. A teda tito zimena mohla
byt podla Propozicie 6.2.7 uskutoénend.
Podobne i druhy integral

Lorfw . 111 1 (w)”
27 z—wdw N mrff(w)zl—fdwmrjrff(w)z z&(z) dw

n=|
Ig,

a_y pre N—o0 je vyraz rovny 0.
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Opiit potrebujeme overit rovnomernt konvergenciu prislusného radu na krivke I'g, . Podobne oznaéme
M = max |f(w)|. Mézeme preto napisat odhad
WEFRI

INVATANS lw|" R}
fw)= <> <M =M— 1
‘ z \ z |Z|n+1 |Z|n+l
Kedze %I <1mirad ¥ f(w)!(%)" prew € I'g, konvergentny majorantny &iselny rad ¥ M ‘ZTTY{H’
n=0 S n=0

a teda je podla Weierstrassovho kritéria (Veta 4.1.3) rovnomerne konvergentny. Preto zimena poradia
integrdlu a sumy bola podla Propozicie 6.2.7 mozna.

Niéslednym s¢itanim oboch ziskanych vysledkov sme nasli Laurentov rad v strede z = 0 pre medzikruzie
M(z0,7,R)

flz)= Zanz”+ Za,nln = Z a7,
n=0 n=1 z

Nn——oo

Je pochopitelné, ze konstrukcia Laurentovho radu pomocou hladania jeho koeficientov vztahom poslednej
vety je nielen nepraktickd, ale ¢asto i nemoznd, preto skor pouzijeme vhodné algebrické apravy (rozklad
raciondlnych funkcif na parcidlne zlomky, nahradenie elementdrnych funkcif zndmymi mocninovymi

radmi, a pod).
m Priklad 7.12 Niéjdime Laurentov rad funkcie
1
fla)= 22 —37+42

1. vbode zg = 0 pre medzikruzie M : 1 < |z| < 2,
2. vbode z9 = 1 pre medzikruzie M : 0 < [z — 1| < 1,
3. vbode zg = 0 pre medzikruzie M : 2 < |z].

Najskor rozlozime dant rydzoraciondlnu funkciu na elementirne (parcidlne) zlomky

1 1 A B

flz) = 22—31—1-2:(z—l)(z—Z):z—1+z—2 [ (z=1)(z—2)
1 = A(z—2)+B(z—1),
1 = Az—2-A+Bz—B,
/0.0 = A+B=A=-B,
.1 = -2A—B=1=2B—B=B=1=A=—1.

1. Hladdme rozvoj pre medzikruzie M : 1 < |z| < 2 pre funkciu

I SR SR
T 22-3z42 (z—1)(z=2) z—1 z-2

f(z)

Mocninovy rad pre prvy zlomok odvodime, tak aby vyhovoval prvej podmienke pre medzikruzie
1 < |z| (vonkaj$ok kruZnice), t. j.

1 ap =

z L <1e1<]
ln ooln+1 ooln -1
-] = — — = — -] = — Zn-
(=20 50 -L

A=y =

z—1

2 = =
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Mocninovy rad druhého zlomku bude vyhovovat podmienke |z| < 2 (vnutro kruznice), a teda

1 1 1 a():%
_ 2 2 _ z
T i1 1-3 7=

2 2 | <1e <2

z2—2
=) 1 z n oo Zn
= -Y50) =Ly
n=0 n=0
Laurentov rad zadanej funkcie v strede zg = 0 pre medzikruzie M : 1 < |z] < 2, je preto

o) = 1 1 -1

[SIENISTE

= +
2-3z24+2 (z—1)(z—=2) z—-1 z-2

—1 \ L
= _n:Z_wZ _n;OZn-H'

—_———————
hlavnd ¢. LR reguldrna ¢ LR

2. Mocninovy rad hladéme na medzikruzi M : 0 < |z— 1| < 1, ¢o je vlastne prstencové okolie bodu
20 = 1 s polomerom 1. Prvy s¢itanec méd pozadovany tvar, t. j.
-1 . -1
o1 (—D@E-1)" =1 Y (-1"

n=—1

(vSimnime si, Ze vyraz musi spIﬁat’ z—1#0, teda |z — 1| > 0) druhy s¢itanec musime na pozadovany
tvar upravit (kedze je stred posunuty mimo podiatku suradnicového systému, pouzijeme substita-
ciut = z— 1, odkial mdme z =t + 1), t.j.

1 1 1 1 // “0:; //
_— = = = — g q:
im2 tpl=2 = d | <le|z-1<1

S W e
n=0 n=0
Laurentov rad funkcie v bode zg = 1 pre medzikruzie M : 0 < |z— 1| < 1, m4 preto tvar

1 -1 1 1 v
) = = =(-1)(z=1)""= — 1"
hlavnd & LR S —r

reguldrna ¢ LR

3. Hladdme Laurentov rad na medzikruzi M : 2 < |z|. Funkcia f(z) = ﬁ = ;_—11 + Z_% mi
dva singulirne body z1 = 1 azp = 2. Je zrejmé, Ze na danom medzikruzi (v tomto pripade je nim
vonkajsok kruznice so stredom v bode (0,0) a polomerom p = 2) je dand funkcia holomorfnd.
Laurentov rad hladdme na medzikruzi |z| > R > 0, a preto upravujeme na tvar mocninového radu

konvergujiceho vo vonkajsku kruznice. Najskor prvého scitanca
1

1 ag = — oo
1—% ‘1 K n=0< \Z%
H<lelz>1

£ 2

a podobne aj druhého s¢itanca

2= =

z—1

1 1 aOZ% . n
oz z:/ _7 /:_21(2>
_ 1 _2 z
A AN P PR =EAN
0021171 -1 Zn
= Z 7" = Z 2n+1’

n=—oo

n=1
Laurentov rad danej funkcie m4 iba hlavna ¢ast, reguldrna cast je identicky rovnd nule. Celkovo
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na obore konvergencie |z] > 1 N|z| >2 = ]z| >2 plati

1 —1 7"
flz) = 12—3Z+2_Z—1 __n;wz +n;m2n+1
—1 n+1
2m—1
= T L e
n—=—-—oo
hlavni & LR

]
Niekedy je opit vhodné pouzit uz zndmy rozklad elementdrnej funkcie na uréenie rozvoja inej funkcie.

m Priklad 7.13 Ni4jdime Laurentov rad funkcie

cosz—1

f(Z): 4

<

v strede zo = 0.

Vyuzijeme MacLaurinov rozvoj funkcie cos z a ndslednym upravenim dostdvame

2 4 6 o
cosz—1 (1_%4‘%—%4—...4—@4—...)—1

f(Z) = 2 = 2
1 1 2 724
= —W‘Fﬁ—a—lﬂ..-ﬁ-mﬁ-...
1 ) 2n
= +Z ' Gy
——
hlavni & LR

reguldrna ¢. LR

Rozvoj je konvergentny na medzikruzi M (0,0, o). .

7.2.1 Vzfah medzi Laurentovym radom a Fourierovym radom

Majme funkciu holomorfnti na medzikruzi M(zo, r, R) obsahujticom jednotkovt kruznicu |z| = 1,a to
nasledujacim spdsobom 0 < r < 1 < R = 0. Potom tdto funkciu mézeme rozvinut do Laurentovho
radu

= i e,

n——oo

ktorej koeficienty st dané vztahom

1 |
N — Je inds,
Cn 27 J an o O/

kdeI'={z € C [z=¢/",1 € [0,27] } je kladne orientovand jednotkové kruznica |z| = 1.
Ak oznatime F : t — f(e)") pret € [0,27], potom dostdvame

t) = Z cpe!™,
N—=—o0
¢o je komplexny tvar Fourierovho radu funkcie F : R — C, ktory prepiSeme na redlny tvar

1) =co+ Z (cnej’” —i-c_,,e_j”’) — % + Z (aycosnt +bysinnt),
n=1

n=1
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kde koeficienty su
ag = 2co,
a, = Cp+Cp,

by = j(ecn—c_p).

Alebo zo vztahu pre Fourierove koeficienty periodickej funkcie s periédou 277 dostdvame

127r
= — [F(t)dt
a ”O/ )

1
ap, = E/F(t)cosntdt,

1
b, = E/F(t)sinm‘dt.

Z Eulerovych vzorcov dostdvame rovnosti pre goniometrické funkcie

ejt+e_jt 1 _1 Z"_l Z2+1
cost = f 5( z+z ): £ :TZ’
it a—jt 1 Z_l 2
sint = - = —~(z—z ") = =
2j 2j 2j 2jz

m Priklad 7.14 Nijdime Fourierov rozvoj funkcie

1 —gcost

F()=— 200
®) 1 —2gcost +¢2’

kdeO < |g| < 1,g€R.

Substiticiou z = e zobrazime interval [0,27] na jednotkovt kruznicu |z| = 1. Dalej pouzitim cost =

ZZJZFI sa F (t) zobrazi na

241
1 —qzzz

l_zqz +1

f@)=

ktord je holomorfn4 na medzikruzi M(zo, |¢| ﬁ), ktoré obsahuje jednotkovti kruznicu |z| = 1. Nésled-
nou upravou a rozkladom na elementirne zlomky dostdvame tvar funkcie

B SV
1_2q%+q2 —2¢%7+2q2+2q—2z 2 2(qg—z) 2(qz—1)

_11 q 1
2 g—z qz—1)’

ktort na kruznici |z| = 1, a teda aj vo vnutri medzikruZzia M (zo, |q], ‘j;'), mozeme zapisat ako rozklad
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Potom
1 - n 1 - n_n 1 - n 1 - n_n
f@ = S|+ Ld o+ Ld? | =51+ X d S +1+ 14"
n=1 n=0 n=1 n=1
2 n=1 Z '
Dosadenim do posledného vztahu za z = el’ dostaneme konecne Fourierov rozvoj

1 & . 1 =
_ - jnt _
flz)= 1+2n§:1q" <e " +ei”’> =1+ E q" cosnt.

n=1

7.2.2 Laurentov rad v nevlasthom bode

Zastavime sa este pri $pecidlnom pripade rozvoja do Laurentovho radu v nevlastnom bode, teda v nekonecne.
Ako sme uz videli, ¢asto sa stdva, Ze je funkcia f(z) holomorfnd na vonkajsku kruznice |z| > p > 0.
V takom pripade je prirodzené si polozit otdzku, ¢i by nebolo mozné rozvinut funkciu na tejto oblasti v
okolf nekone¢na. Ak by sme poloziliz = 1, tak funkcia @(w) = f (1) = f(z) je definovand a holomorfn4

w
na0 < |w| < % Laurentov rad funkcie f(z) v okoli oo, ndjdeme pomocou Laurentovho radu funkcie

¢ () v okoli bodu w = 0, nasledujicim sposobom

o) = i a_nw",

na0 < |w| < % Odkial dostdvame podla definicie funkcie ¢ (w) rovnost

1 n —o0
f2)= Z A—n () = Zanz", kden=0,%1,42,....
b4 =

n=-—oo

Definicia 7.2.2 — Laurentov rad v neviasthom bode. Rad

> a_ _ a_; a_p
Y = tanta T e P ta s tag—
f— Z Z

n

kde a, € C, n € Z, sa nazyva Laurentov rad funkcie f (z) na prstencovom okoli bodu oo, resp. Laun-
rentov rad s nevlastnym stredom oo, kde cast

n
n=0 <
sa nazyva reguldrna cast Laurentovho radu v nevlastnom strede o.

m Priklad 7.15 Niéjdime Laurentov rad v nevlastnom strede oo funkcie
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Pouzitim mocninového rozkladu exponenciélnej funkcie dostdvame rad

/@ %:ZZW

ktory konverguje pre kazdé z € C s vlastnostou ]z] > 0, teda C\ {0}. Z vysledku prikladu nie jasné,
o aky rozklad ide. Lepsie povedané, taky isty rozvoj ndjdeme, ak budeme hladat rozklad tej istej funkcie
okolo stredu 0. Aby sme tieto pripady rozlisili, musime bud priamo udat stred tohto radu (bod zg = 0
alebo zg = o), alebo urcit hlavnt a regulirnu ¢ast Laurentovho radu.

1 , v . v
2e = v strede 79 = oo m4 konent hlavn ast

1 1
(n+2)!z%’

5 =2 +z+Z

Vidime, Ze Laurentov rad funkcie f (z) = z

7.3 Cvicenia

Cvicenie 7.1 Nijdite Taylorov rad funkcie f(z) v strede zo:

a) f(Z):ﬁJO:O’ {uz 1) ‘f( :—nvld1>\2] 'BU-
b) f(z) = ﬁ’m =0, [”“S Oz ) ned ¢ > |2 BU:
) £(@) = g = S 5,

[uU—Z)(%::’S ) (17) X = 25 prd g > [ 2] v
d) f(2) = .20 =2, [ (T+2) 2 Oj_ = U ped £ > [g+2| Bu=
¢) f(z) = cosz,20 =0, [‘(j;? 1_uzzu(1—)0;(u+% =2 urs pepd 9 5 2 -
f) f(z) = 2e",20=0. [H‘z‘zz ([—)Ogl =, ned 0 3 2A ajd:

Cvicenie 7.2 Rozvmte dand funkciu do Laurentovho radu na danom medzikruzi:

_ a2 .

) 6)= s neM(2.2,9) [<u(z+2)”{“7 I+ +2)u-t,(1-) X )?]
e ZZ%I e L,(z+2) Lt T - (e +2) =]
- =

0=u o]

o) f(z) = 77 naM(j,0,2), [u(.f—z) :((IFE)) g 'y (.f;_)z_
d) f(z)= % na M(0,0,1), [“goiuﬂzuzmzu__
¢ (O

¢) f(2) = mamita=g Pa M(0,3,2), [uZ’}Zw:(u
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_ 3 ]
) f ()= i naM(0,2,%), [ (|u|z— ﬁ) T
I— |
g) f(z)= Zziizz_,_g, naM(1,2,0), |: z K 9+[ =
Z u
b =1 naM(1,0,2), o o]
) f(Z) (12,1)2 Iog) ( ) |:"(I _Z) W g
ch) f(z) =sin“y naM(1,1,0), 12w O]
e
. _ . 1 oo i ]
i) f(z) =z naM(0,0,e0). {Zlﬂ X +2+2
= m
Cvicenie 7.3 Nijdite Fourierov rozvoj danej funkcie:
) F(1) = 2sint , [ ul 0=4]
) ( ) 5—4cost J(Iim :;,Z,
b) F (1) = 2COSl—1’ ] u 0:u=
) ( ) 5—4cost I(I:“)ZSO:’ ,:;Z,
B i r ozu:

c) F(t)= %, lg| <1, uuis b X
"o J

d) F(t) = m’\CI|<1 wsod,b X 7+1




8.1

Klasifikacia singuldrnych bodov

Tak ako sme uZz spomenuli v tretej kapitole, singuldrny bod funkcie f(z) je bod, v ktorom funkcia nie je
holomorfna. Izolovany singulérny bod je kazdy singuldrny bod funkcie f(z), pre ktory existuje okolie,
v ktorom této funkcia nema dalsi singuldrny bod, t. j. v okoli tohto bodu je funkcia holomorfna.
V pripade takychto bodov bude délezité odhadnut charakter chovania sa funkcie v ich blizkosti, tym
mdme na mysli typ nespojitosti, ¢i ohranic¢enost funkcie v okoli takejto singularity a pod.
Uvedieme dva spdsoby charakterizicie izolovanych singulirnych bodov, ktoré sa liia pristupom, avsak je
mozné dokdzat ich rovnocennost.
Definicia 8.1.1 — Klasifikdcia singuldrnych bodov I. Nech z je izolovany singuldrny bod
funkcie f(z).
Potom 7 sa nazyva
1. pol k-tého rddu (stupria), ak hlavnd cast Laurentovho radu funkcie f(z) v bode zg pre medzi-
kruzie 0 < |z — 20| < R je kone¢ni, t. j. m4 konecny pocet nenulovych ¢lenov,
2. podstatne singuldrny bod, ak hlavnd ¢ast Laurentovho radu funkcie f(z) vbode zg pre medzikruZie
0 < |z —z0| < R m4 nekoneéne vela ¢lenov,
3. odstrdnitelny singuldrny bod, ak hlavnd ¢ast Laurentovho radu funkcie f(z) v bode zg pre
medzikruzie 0 < |z —z9| < R je identicky rovnd nule, t. j. nem4 ziadne ¢leny.

Druhym sp6sobom je ndhlad cez limitu funkcie.
Propozicia 8.1.1 — Klasifikdcia singularnych bodov Il. Nech zj je izolovany singuldrny bod
funkcie f(z).
Potom je tento bod je
1. pdl k-tého rddu (stupria) prave vtedy, ked plati
lim f(z) = oo,

=20

2. podstatne singuldrny bod préve vtedy, ked neexistuje lim f(z),

20
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3. odstrdnitelny singuldrny bod prive vtedy, ked existuje vlastnd limita

lim f(z) =L.
7—20
p) Izolovany singulirny bod zo funkcie typu f(z) = % je pélom k-tého stupiia, ak je k-nisobnym

korefiom menovatela y(z).

Definicia 8.1.2 — Nasobnost’ korena. Nech f(z) je holomorfn4 funkcia v okoli 0(zo, €) bodu
zo € C. Pokial f(z) nie je identicky rovnd nule na 0(z9, €), potom &slo k € N, pre ktoré plati

fl)=f(0)=..= SV )=0 o  fPz)#0.
nazyvame ndsobnoston (rddom) koreria zo funkcie f(z).

m Priklad 8.1 Uréme izolovany singuldrny bod z C a klasifikujme ho.
1. Funkcia je dand
Z
)= —"—.
(z+1)°
Funkcia je holomorfna v§ade okrem pripadu, ked je menovatel funkcie rovny nule, t. j.
(z+1) = 0,
z = —1.
Tym sme nasliizolovany singuldrny bod zo = — 1, ktory je akiste pélom 3. stupiia f(z), ¢oje zrejmé
aj podla
%
(z+1)°

lim
z——1
2. Funkcia je dand

f@)=e.

Izolovany singuldrny bod uré¢ime zrejme nasledujico
z—) = 0,
z = j.
Exponenciilna funkcia md Taylorov rozvoj

2 3 7"

< <
S I
ef=ltzt 4ttt

L .
rozvojom funkcie € =7 zrejme preto bude

. L (&) (&)

o= 1 et
e +z—j+ R TR A s
) =3 S\H
_ 1, (2-0) (z—J) (z=j)™"
= 14+(z—j) + Sy T e

hlavn4 ¢ast Laurentovho radu

L .
Z uvedeného vidime, Ze hlavné ¢ast Laurenovho radu funkcie f(z) = e=7 v bode z9 = j pre
medzikruzie 0 < |z —j| < oo méd nekonecne vela clenov, a preto aj izolovany singuldrny bod zg = j

je podstatne singuldrnym bodom funkcie f(z) =e .
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3. Funkcia je dand

sinz
flz)= -
Izolovany singuldrny bod je zop = 0 a Taylorov rozvoj goniometrickej funkcie sinus je

3 5 2n+1

Z Z Z
inz=z— = ()
sinz=z—gt 5t g T
A zrejme plati
: 2 4 2n
Sinzg Z Z Z
L T T Iy G U S

1@ == ats et Gt

reguldrna ¢ast Laurentovho radu
Rozvoj funkcie f(z) = *3¢ v bode zg = 0 na medzikruzie 0 < [z| < 1 md iba cleny s kladnou
mocninou (reguldrna ¢ast Laurentovho radu), hlavna ¢ast v rozvoji nie je zastGpend, a preto je bod
20 = 0 odstranitelnym singuldrnym bodom. Plati tiez

p) Priurcovani typu singularity funkcie f (z) v nekoneéne, t. j. v bode zg = oo, postupujeme ako pri

2

uréovani singularity funkcie £ (1) v bode wo = 0. Napr.: funkcia f (z) = z2 mé v nekoneéne pdl

druhého ridu, nakolko funkcia f (ﬁ) mé p6l druhého ridu v bode wg = 0.

8.2 Reziduum funkcie

Z koeficientov Laurentovho radu funkcie f(z) v bode zg na medzikruzi 0 < |z — z9| < R méd vynimoéné
postavenie koeficient a_p, pre ktory plati

a_1(z0) = Zlnjff(z)dz,
r

kde I' je lubovoln4 kladne orientovana Jordanova krivka obsahujtca singularny bod zg vo svojom vnutri.
Jeho vynimocnost spociva v tom, ze pokial vieme nejakym spoésobom urcit jeho hodnotu, teda nijst
koeficienty Laurentovho radu funkcie, vieme vypocitat krivkovy integrél tejto funkcie nasledujicim
spdsobom

§ (@)= 2 a1 (z0).
I

Definicia 8.2.1 — Reziduum funkcie. Nech funkcia f : C D Dy — C, je holomorfnd v nejakom
prstencovom okoli bodu zo.

Potom koeficient a1 Laurentovho radu funkcie f(z) v bode z nazyvame reziduum funkcie f(z)
v bode 7

ozn.: a_i(zo) =res f(zo) = res,—;, f(z).
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Veta 8.2.1 — Vypocet rezidua v pdle k-tého radu. Ak zj je pél k-tého ridu funkcie f(z),
pOtOIIl

dk—l

)= (k—1 )1 408, G (/@) e=2)).

Dékaz. Ak je zo pol k-tého rédu funkcie f(z), potom plati

flz)= i an(z—z20)" = 1 i a, (Z_Zo)n+k

el (z—z20)" wE2k
Cize
(2—20)f@) = Y an(z—z20)"".
n=—k

Ak ttto rovnost (k — 1) krdt zderivujeme, mdme

dk—l

F(z—zo)"f(z)z i an- (k) (n+k—1)-...-(n+2)-(z—z0)"*",

n=-—1

nisledne limitnym prechodom pre z — zo dostdvame

) dk—l &
JE?OW (z—z20)" flz)=a-1-(—1+k)(=1+k—=1)-...-(=142)=(k—1)!-a_y,
odkial priamo vyplyva tvrdenie vety. [ |

Propozicia 8.2.2 — Vypocet rezidua v péle 1. raddu. Pre pdl 1. ridu zg funkcie f(z) zrejme plati

res f(z0) = 2113210 (z—20) f(2)-

Désledok 8.2.3 — Vypocet rezidua v péle 1. rddu. Nech f(z) = %, kde funkcie ¢ (z)

je holomorfnd v okoli bodu zp a ¥ (z) je holomorfnd v prstencovom okoli bodu zg s Y (z9) = 0

ay(z0) #0.

Potom 7 je pélom 1. ridu a pre reziduum v tomto bode plati

res f(20) =

Dékaz. Podla Vety 8.2.1a predpokladov plati

5 g 0@ _ . 0@ _ ¢(0)
res f(2o) —le)nzlo (z—20) f(2) = Zlglzlo (z—20) v zlggo W(?_WSZO) T W (z0)
Z—20

R Hodnotu rezidua funkcie vizolovanom singulirnom bode, ktory je podstatne singuldrnym bodom,
mdzeme poditat len pomocou rozvoja funkcie do Laurentovho radu.
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R Hodnota rezidua funkcie v izolovanom singuldrnom bode, ktory je odstrénitelnym singuldrnym
bodom, je rovnd nule.

= Priklad 8.2 Nijdime izolované singuldrne body funkcie, klasifikujme ich a vypocitajme v nich hod-
notu rezidua.
1. Funkcia je dand

1
)= —FF— 5%
Funkcia m4 tri singulirne body z; = 0, 20 = —1, z3 = 1. vSetko st to jednoduché korene meno-
vatela funkcie, a teda st to pély 1. rddu a plati pre ne
1
_ — o———— =1lim(z—0) ————— =1
Ies;=0 f(Z) I€Sz=0 z (1 o Zz) ZE)I(I) (Z ) z (1 o Z2) )
1 1 1 1
res,—_ = res,—_ = = — =——,
I e e e
1 1 1 1
res,— = res,— = R - __.
Z lf(z) Z IZ—Z3 (Z—ZS)/ i 1_3Z2 =1 2
2. Funkcia je dand
_sin2z
(z+1)°
Jediny singuldrny bod md funkcia v z; = —1. Kedze lim1 % = oo, je tento singuldrny bod
—_

pSlom, konkrétne pélom 3. stupna, a plati

sin2z 1 . d®> [ sin2g 3
_ = _ 7:71 J— - " . 1
e /) = e Lar1)  2lnid? ((z+1)3 e+ )>

1
= — lim (—4sin2z) = 2sin2.
z——1
3. Funkcia je dand

1
1—z

f(z) =sin

Nakolko lim1 sin %_Z neexistuje, m4 dand funkcia v singuldirnom bode z; = 1 podstatne singuldrny
==

bod, v ktorom vieme hodnotu rezidua ur¢it jedine rozvojom do Laurentovho radu, t. j.

1 1 - 1
z) = sin = —sin =—) (-1)
/@) -z z—1 n;,( ) 2n+1)! (z—1)""!
IR R Lo
— - . 3_7 5 CECEEEY
1 z—1 3!(1_1) 5!(1_1)

Preto plati

res;—1 sin 1

4. Funkcia je dand

foy =22

<
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Jedinym singuldrnym bodom funkcie je bod z; = 0, ktory je odstrinitelnym singulirnym bodom,

kedZe liII(l) Slzﬂ =1 < o0, a teda plati
7—

sinz
res,—o — =0,
Z

¢o vidime i z Laurentovho rozvoja

sinz 1 2 7 2
e P ST [ D
fla) == Z<Z 3175 ) T35

8.2.1 Reziduum v nekonecne

Upriamme teraz nasu pozornost na pripad nevlastnej singularity, teda singularity v bode co. Komplexnd
funkcia skuto¢ne mdze mat izolovanu singularitu v bode z = oo, a teda méd opodstatnenie uvazovat
o reziduu funkcie v tomto bode. Uvazujme, ze funkcia f je holomorfna v nejakom prstencovom okoli
bodu oo, a teda v tomto okoli plati

e 0
fR=Y ad'+ Y a".
n=1

n—=—oo

Dalej nech I' je zéporne orientovand Jordanova krivka, ktora vo svojom vnutri obsahuje bod o, potom

plati
oo 0 o 0
ff(z)dz = %(Zanz“r ) anz”> dz= Zanfz”der ) anfz”dz
2 2o \n=l n=—oo =1 £, n=—e
_1 1 1 )
= a_17{z dz:a_l%fdz:—a_17£fdz:—a_1-2ﬂj,
I Pt rt

kde I" je kladne orientovand Jordanova krivka (opacne orientovand voci I'*), vzhladom na vysledok
Prikladu 6.7, podla ktorého plati

j{z”dz: —%z”dzzo
I r

pren# 1,n € Z.

Definicia 8.2.2 — Reziduum v nekoneéne. Nech funkcia f(z) : C O Dy — C, je holomorfnd
v nejakom prstencovom okoli bodu ee.

Potom rezidunm funkcie f(z) v bode oo (v nekonecne) nazyvame ¢islo —a_i, kde a_ je koeficient
pri mocnine 7! reguldrnej ¢asti Laurentovho radu tejto funkcie na prstencovom okoli bodu oo,

ozn.: a_j(e0) =res f(e0) = res,—w f(2).

p) Pritvahich o singularite funkcie f(z) v e je vhodné si substiticiou w = %, kde dw = —Z%dz,
problematiku previest na singularitu v bode 0, teda

res;—e f(2) = res;—o (_lef (i)) .
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Ak mi funkcia f(z) v eo odstrdnitelny singuldrny bod, md v tomto bode kone¢nd limitu a Laurentov rad
funkcie ma v prstencovom okolf oo iba regularnu ¢ast a podla Definicie 7.2.2 plati teda

Hodnota limity v odstrinitelnom singulirnom bode oo preto pouzitim transformdcie na singularitu

vbode Oje

: _ 1
lm 1) =t (1) =1

—hm ao+a 1z+a 27t +. ) ap.
z—>0

Pre jednoduchost zavedieme oznacenie

.+ lim f(2) = f().

Veta 8.2.4 — Vypoc&et rezidua v nekoneéne. Nech funkcia f(z) : C D Dy — C, je holomorfnd
v nejakom prstencovom okoli bodu oo, v ktorom m4 tto funkcia singularitu.
1. Ak je oo odstrénitelnym singuldrnym bodom funkcie f(z), potom plati

res;—o f (2) = }Lngoz(f(w) - f(2),

resp.

res;—o f (z) = lim 22 £ () .

Z—ro

2. Ak je oo pélom k-tého rddu (stuptia) funkcie f(z), potom plati

_ 1)k _ 1)k k+1
I'CSZ:oof(Z) _ ( 1) lim (Zk+2f(k+l) (Z)) _ ( 1) Zlgg (Zk+2;1zk+1f(z)> ]

(k4 1)1 zo (k+1)!
Dbkaz. 1. V pripade odstrénitelnej singularity funkcie f(z) v e plati, Ze jej Laurentov rozvoj mé tvar
— a1 a-
f@=Y =t =a+—++
n=0 < z

Upravou lavej strany do pozadovaného tvaru dostdvame

a_ a_
()= f@) =2 (a+ L+ S ),
odkial limitnym prechodom ziskame pozadovand rovnost
lim z(f(e) = f(2)) = —a-1 = rese= f (2).

Derivéciou rovnosti f(z) = ag + “-* + %5 +... mdme

Z é
naslednym prendsobenim 2
2 ot a_p d-j3
Zf@)=—a—————...
z 22 ’

odkial takisto limitnym prechodom ziskame dokazovany vztah

lim szr (z) = —a_1 =res;— f (2).-
Z—o0
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2. Pre pél k-tého rédu funkcie f(z) v oo plati

a_ a_
f(z):aka-i-aklek*l+"’+a0+71+722+....

Nisledne (k + 1) ndsobnym derivovanim eliminujeme hlavnu ¢ast Laurentovho rozvoja, ¢im dosta-
vame rovnost

(_1)k+1 a

_ —1)*a_
o=, 1_‘_(]{_,_2)!()#

f(k+1) (z) = (k+1)! P

k42

Prendsobenim "~ a limitnym prechodom mame

lim (22700 (2)) = (=) (k1)

>

odkial zdverom

k
res;—o f (2) = —a_1 = (E;_liy th; (Zkﬂf(kH) (Z)> )

Vsimnime si jeden podstatny rozdiel oproti vlastnému reziduu. Ak v pripade odstranitelného sin-
p y p prip

gulirneho bodu v kone¢nej hodnote bolo reziduum vidy rovné nule, v pripade odstrénitelnej sin-

gularity v nekoneéne tomu tak nie je a reziduum tu moéze mat lubovolnd hodnotu.

m Priklad 8.3 Niéjdime hodnotu rezidua funkcie

1

fz)=e:

v nekoneéne.

Vidime, 7e f (o) = e” = 1 < o, a teda funkcia md v o odstranitelny singulirny bod. Pouzijeme oba
vztahy Vety 8.2.4 1.

res,_w f (2) = lim z(f(0) — £ (2)) = 1imz(1—e%) gim S  gim =S

Z—roo 7—r00

' 1
res,—. f (z) = lim 22f' (z) :2113;12 (e%> = lim (e%) (_2> = 1.

Z—° Z—r

= Priklad 8.4 Niéjdime hodnotu rezidua funkcie
fR)=ze:
v nekoneéne.

Plat{ f (o) = oo, v nekone¢ne mé teda funkcia pél 1. rddu. Podla 2. vztahu Vety 8.2.4 je

-1, -1 N =1 I 1

/0 = gy imds @)= g i (se!) = p i (e
—1 I 1 1
= — limez =——.
7o 2

Pouzijic rozvoj do Laurentovho radu

+..

2z 312

1 1 1 1
10 = w21+ g

1
+> =z+1+

Koeficienta_; = % = %, odkialres,—w f (z) = —a_1 = —%. "
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n Priklad 8.5 Nech P(z) a Q(z) # 0 st polynémy toho istého stupiia. Uréme hodnotu rezidua funkcie

P(z)
7) =
v nekoneéne.
Oba polynémy
P(z) = pad'+pa1d '+ 4po,  pa#O,

0R) = @+ 1" " +...4q, 4 #0,
st toho istého stupna, ¢ize plati

tim () _ Pn
520 g0
a teda nekonecno je odstranitelny singuldrny bod. Podla Vety 8.2.4 1.
P n P . n - nP nYn—1 " YnFn—
res, . L@ _ hmz(?_ (Z))Z 2(PnQ(2) =nP(2)) _ Pugn iz
0(z) = \gn Q)/) = 4nQ (2) qs

n Priklad 8.6 Nijdime reziduum v nekoneéne rydzoraciondlnej funkcie.

Rydzoracionilna funkcia je podiel polynémov

P(z)
)= —F—>
kde polyném Q (z) je vy$Sicho stupnia ako polyném P (z).

P(z)

Oznacme p a g koeficienty pri najvyssej mocnine prislusnych polynémov. Kedze hm N 50 = 0, podla

Vety 8.2.4 1. plati

P(z) = lim - —

P@) - degQ(z) =degP (1) +1,
0, inak.

P(2) (Vo mefmade Yo nnlomdm G eneala i o oo s vy

Cize pre rydzoracionalnu funkciu plati, res;—o 00 = 0 v pripade, ze polyném citatela je o dva vicsi ako

stupef menovatela. n

m Priklad 8.7 Niéjdime hodnotu rezidua funkcie

1
f(z) =2 sin-
Z
v nekoneéne.

Hodnotu rezidua v nekoneéne vypoditame transformdciou na reziduum v bode nula

1 1 1 11
_ 2 3 _ _
reS,—o f(2) = T€S;—0Z sin— = res;—g <—22f <Z>> =res,_q ( 2 smz>
_ L. 1 2 2 7
I W=y A G S TR T A TR

_ 1 1z 7 11
I W TP TR TR R TR S



148 Kapitola 8. Klasifikacia singuldrnych bodov, reziduum

8.3 Cauchyho veta o rezidudch a jej vyuzitie

Jednym z najvyznamnejsich aplikicif rezidudlneho poctu je jeho vyuzitie pri vypocte krivkovych integrilov
po Jordanovej krivke. Zaujimavostou je, ze hodnota integrélu nezavisi od tvaru krivky v komplexnej
rovine, ale zavisi iba od vlastnosti niektorych Specidlnych bodov v jej vnatri.

Veta 8.3.1 — Cauchyho veta o rezidudch. Nech funkcia f(z) : C D Dy — C je holomorfn4
v oblasti s vynimkou kone¢ného poctu izolovanych singuldrnych bodov z1,z2, . .. , z.

Nech I' je jednoduchd, uzavretd, po castiach hladka krivka, ktora aj so svojim vnutrom lezi v oblasti Q.
Potom plati

j{f(z)dz =2mj - (res f(z1) +res f(z2) + ... +res f(z,)) -
r

Dékaz. Priamo z definicie rezidua a z Désledku 6.4.3 o superpozicii principu deformicie krivky. n

m Priklad 8.8 Vypoditajme integral po uzavretej krivke
eZ
.
2(,2_1 ’
Jz (z )

kde I je kladne orientovan kruznica I : |z — : |=1.

Izolované singuldrne body su:

212 = 0Oe€intl, pol 2. ridu,
zz = 1€intl, pol 1. radu,
g = —1 Qf intT.

Obr. 8.3.1: Ku Prikladu 8.8

Prejdime k vypoctu jednotlivych rezidui. Reziduum v izolovanom singuldrnom bode z; 5 = 0 vypodi-
tame podla Vety 8.2.1

1 d e? 2 1 et !
res f(z12) (2_1)!;_%& (zz(zz—l) (z—0) > l!zgl(l)<z2_l>

1, e(-1)—e*2z 2271
= —lim 5 zhmezﬁ:_
1z-0 (ZZ_]) =0 Zz"—=2z-+1
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a reziduum v izolovanom singuldrnom bode z3 = 1 vypocitame podla Vety 8.2.3

eZ eZ
(2 —22) T a2
z=z3=1

s () - 4

z=73=1
Samotny integril vypocitame pomocou Cauchyho vety o rezidudch 8.3.1

7{Zz(ziz_1)dz = 2mj (res f(z1,2) +res f(23)) = 27j - (—1 + %) = (—2+e)mj.

n Priklad 8.9 Vypocitajme integral po uzavretej krivke

1
—1 —d
j{(z )cosz_1 zZ,

r

kde I je kladne orientovand kruznicaI" : |z] = 2.

Jediny izolovany singuldrny bod zg = 1 lezi vo vnutri krivky I'. Nejde viak o pdl funkcie f(z), kedze

lirr% (z—1)cos z%l neexistyje, je teda izolovany singulirny bod zg = 1 podstatne singuldrnym bodom.
— .
1

Reziduum preto budeme hladat pomocou rozvoja Laurentovho radu funkcie f(z) = (z—1)cos .
Plati

2 4 2n
I
cosz = 1 TR (1) (2n)!+'”’
1 1 1
cos = 1- 5 i (-1)" 3 .
z—1 21(z—1)"  4!(z—1) (2n)! (z—1)™"

1 1 1 1
z—1)cos = (z—1)— + — . (=1 +..
e ST 4(z—1)° = (2n)! (z— 1)

N —
a_i-(z—=1)7"
Odkial vidme, Ze res f(z0) = a_; = 5} = 5 a vysledok krivkového integrilu je

]{(z—l)cos ! dz =2mj -res f(z1) = 2mj (_21) =—T7j.

z—1
T

m Priklad 8.10 Vypocitajme integral po uzavretej krivke
1

f ﬁdZ,

72 (22+1)

kde I je kladne orientovan4 kruznicaI": [z —j| = 3.

Izolované singularne body su:

212 = je€intl, pol 2. ridu,
zz = 0€intl, pol 1. rddu,
U5 = —j ¢ intI.
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Obr. 8.3.2: Ku Prikladu 8.10

Vypocitame hodnoty rezidui, najskor v bode z; » = j to bude

. d | . . Y
i) = i (e ) ()
_ 1mn<sz+jf)4> :dﬁn@JJ(z@+jf)_zaz+jf+¢-2@+j))

=] =]
(i) —z2(zHi) 444
- ?gjl 12)? B
(z(zﬂ))
apotom v bodezz =0
e 1 : :
resf(zz3) = ——— = T 5.3V
(e +17) @224 1) ey E+2249) |y
z=23=0
A6y

Ak by sme pocitali reziduum vbode z3 = 0 nie podla Vety 8.2.3, ale podla vieobecného vztahu pre vypocet
rezidua v péle k-tého stupna 8.2.1, dostdvame ten isty vysledok.

1 =y 1
f@—m> lim—— —1.

res f(z3) = lim

1
(1—1ﬂza0<1&2+1)

Krivkovy integril je teda rovny

0 (2+1)7

5dz = 27j (res f(z12) +1es f(z3)) = 27j (=2 + 1) = —27j.

]{ 1
J 2(22+1)

Veta 8.3.2 — Zovseobecnend rezidudina veta. Nech funkcia f(2) : C > Dy — Cije holo-
morfnd na C s vynimkou kone¢ného poctu izolovanych singuldrnych bodov z1,22,. . ., 2.
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Potom plati

i res f(zx) +1es;—w f(z) = 0.
1

k=

Dékaz. Nech I' = {z € C ||z > R > 0} je kladne orientovand kruZnica s polomerom R dostato¢ne
velkym, aby jej vnidtro obsahovalo vsetky izolované singulirne body z1,22,...,2,. Potom podla Cau-
chyho vety o rezidudch plati

j{f(z)dz =27;j i res f(zx)
4 k—1

atiez

j{f(z)dz = 2Tjres ;—o f(2)-
r‘*

Porovnanim dostdvame

n
27 Y res f(z) = —2mjres — f(2),
k=1
odkial priamo vyplyva tvrdenie vety. n

m Priklad 8.11 Vypocitajme krivkovy integral

1
f(z—es)(zw—l)dz’

kde krivka I" kladne orientovand kruznica I : |z| = 2.

Vnutri krivky I sa nachddza desat jednoduchych pélov funkcie f(z) = m Ich néjdenie ako aj
celkovy vypocet desiatich rezidui v tychto pdloch je vypoctovo znacne niroény. Vyhneme sa tomu tym,
ze vypocitame hodnoty rezidui v singularitich vo vonkajsku krivky I'. St to dve singularity

71 = 3€extl, pél 1. rddu,
22 = oocextl, pol 1. ridu.

Reziduum v prvom singulirnom bode z; = 3 vypocitame podla Propozicie 8.2.2

. . 1 ) 1
res,—3f(z) —EE%(Z—ZI)f(Z) _lg%(z_’j) (z—3)(20—1) _;g%zlo—l T 30_7’

reziduum v nekonecne je podla Prikladu 8.6

1
res;—w f(z) = res;meo—————— = 0.

(z—=3)(z1%—1)
Vysledok je teda podla Vety 8.3.2

—27j

1 1
Je=3Eo-n® (50+0) =507
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m Priklad 8.12 Vypoditajme krivkovy integral

Z]2
j'{ 2 34z,
L (2-1)7(2+8)
kde krivka I" kladne orientovand kruznicaI": |z| = %

Vsetky singuldrne body funkcie

z1 = leintl, pol 2. ridu,

77 = —1e€intl, pol 2. ridu,

zz = —2¢€intl, pol 3. radu,

w = 1+jV3ecintl,  pdls. ridy,

zs = 1—j V3 eintl, pol 3. ridu

sa nachddzaji vo vnutri krivky I'. Z dévodu ¢asovej tspory pristipime opit k vypoctu rezidui v singula-

ritdich mimo vnutra krivky I'. Jedinym singuldrnym bodom funkcie f(z) = (ZI)ZZW vo vonkajsku
77— Z

krivky I" je nevlastny singuldrny bod ce. Zrejme pren plati

f(e0) = lim 1212 ;=0
= (22 - 1)7 (3 +8)

¢ize je to pol 1. ridu a opit pouzitim vysledku Prikladu 8.6, kedze funkcia je rydzoraciondlna, dostdvame
12
z 1
res;—o f(2) = res;—w - —=_1.
) @1 @B +8)° 1

A kone¢nym vysledkom teda podla Vety 8.3.2 je

12
]{ 2 1)12 E +8)3dz = =27 -res;—w f(2) = —27j - (—1) = 27j.

Urcity integrdl rieSeny pomocou rezidui

2
Typ integrdlu A — [ R(cost,sint)dt
0

Funkcia R(cost,sint) =R (x,y) = g((i)y))

x = cost ay = sinf. Okrem toho predpokladime, ze Q(x,y) = Q(cost,sint) # 0 pre vietky body
jednotkovej kruznice I" = {Z = (x,y) € C|x*+)? = cos’t +sin’t = 1}.
Pouzitim exponencidlneho tvaru pre jednotkovid kruznicaI' : |z| = 1 v komplexnej rovine Q

je raciondlna funkcia, ktorej premenné st goniometrické funkcie

z=e, 1el0,2n],

dostdvame z Eulerovych vzorcov pre goniometrické funkcie rovnosti

. el +e7! 1( b z2+1  2+1
COS = _— - = = —
2 p & e 2 22

el —e7" 1 N -1 2o

Slnt = — . = Z_Zi = .Z - . .
2j ] ( ) 2j 2jz
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Dalej zrejme plati
- 1
dz =jel'dr = jzdt = dr = —dz.
jz

Teda obe premenné, redlnu x a aj imagindrnu y, sme si vyjadrili pomocou komplexnej premennej z a po
dosadeni do pévodného integrilu transformujeme tento na integrdl po uzavretej krivke (jednotkovej
kruznici I = |z] = 1) a vyrieSime ho pomocou Cauchyho vety o rezidudch 8.3.1

27 e+l -1\ 241 22—-1\ 1
R(cost,sint)dt = fR L —2 ) —dz= 7{R< e ).dZ
0/ ( ) ( 2 2j ) Z 2z 2iz ) jz

|z]=1 |z|=1
o Z <1 R(z—I—; Z-;))
= . reszk —. 77 .
|zx| <1 < 2 2]

I 1
. v 4 +y -7 /oy v , ;
R Vostatnom vztahu sa pod oznacenim Y, res;, (; ‘R (2~7 5 ) ) mysli stcet vietkych rezi-
Jzk| <1 '

L .1
duf funkcie f(z) = (1 ‘R HTZ, 12f> ) v singuldrnych bodoch tejto funkcie nachddzajicich sa

z

vo vnutri jednotkovej kruznice |z| = 1.

= Priklad 8.13 Vypoditajme urity integrél

o .
—— s,
0/1—2acost—|—a2
kdeO<a<1l,aeR.

Je zretelné, Ze integrovand funkcia je raciondlnou funkciou premennej cost, ktorej menovatel sa pri
danych podmienkach nerovnd nule. Zavedieme preto substittciu, kde z je jednotkova kruznica F‘ =1

z=el',  1e€l0,2n],

ateda aj

cost = ! (z—i—z_l), dt:.ldz.

2 jz

Po dosaden{ dostivame z povodného urcitého integralu integrél krivkovy cezjednotkova kruznicu I'; |

yi 1 1 1 1 1
4 = f “d :f d
0/1—2acost—|—a2 l—a(z+z71)+a%jz < i—a—a+tdzj "

lzl=1 l|=1

1
- sraea®

|z]=1

Singulérne body tejto funkcie st z; = 1, krory viak nepatri do vnttrajednotkovej kruznice I (prea < 1,
z1 ¢ intI') a 2o = a, keory pre a < 1 patri do vnutra tejto kruznice (zo € intI’). Ide o pél 1. rddu a pre
reziduum v tomto bode podla Propozicie 8.2.2 plati

. 1 1
resf(Zz):}g{ll(Z—a)j (1—az)(z—a) j(l—a?)
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Vysledok integralu je podla Cauchyho vety o reziduich 8.3.1 rovny

2
1 1 1 27
/1—2acosz‘—i—a2 %j(l—az)(z—a) ¢ njj(l—az) 1 —a?
0 lz|=1

n Priklad 8.14 Vypoditajme urdity integrél

2r

1
—dt
/cH—bcost ’

0

kdea > b >0,a,b e R.

Funkcia

1 1

R = =
(x.5) a+bcost a+bx

je raciondlna funkcia predmetného typu. Naintervalet € [—1, 1] platia+bx =a+bcost >a—b >0,
¢o vyhovuje predpokladom o nenulovosti polynému Q(x,y) = Q(cost,sint) na jednotkovej kruznici
I': |z] = 1. Upravime integrand na tvar premennej z, aby sme mohli integrovat cez |z| = 1, t.j.

2 2

+1 z2—-1\1 1 1 2 1
flr) = R(Z - ).:Z A S E—

2z 7 2z )jz ¢p+b£§} jz j bz*+2az+b

_2 1

Tento integrél ndsledne vypocitame podla Cauchyho rezidudlnej vety 8.3.1. Funkcia f (z) = e s

md singularitu v korefioch polynému menovatela bz? + 2az + b, t. .

—a+vVat-b .

71 = TGII‘HFM:D
—a—+va2—>b2 )

n = —EVEET gDy

—a+Va>—b?
b

Vo vnutri jednotkového kruhu sa nachddza pél 1. ridu z; = , a teda platf

2r

1 2 1
4= S dr=2m.
/a+bcost % j b2+ 2az+b 2 =2mj-res f(z21)

lzl=1

2 1
— omjlim (S (-
mj lim (j Py (z Z1)>

=71
2 — 4 1 4 1
= 27 fim 2 =) A _m
—ujb(z—2)(z—2) b z—=uz—2 bz1—2
4r 1 4r 1 21

? —at+Vva*-b?>  —a—a>—b? B ? N \/aZ Y] ’
b b b
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Typ integrdlu B - | e

O raciondlnej funkcii f (1) = % predpokladdme, Ze funkcie P () a Q(t) st polynémy s redlnymi
koeficientmi. Dalej pozadujeme, aby stupeti polynému Q (#) bol aspoti o jeden vyssi ako stupett polynému
P(t),anech Q(t) nem4 zZiadne korene na redlnej osi.

Uvazujme krivku I' = I'y UT'g, ktord je zlozend z tse¢ky I'y = [—p, p| na redlnej osi a z polkruznice I'g
so stredom v pociatku stradnicového systému a polomerom tiez p. Tento polomer naviac budeme volit
dostato¢ne velky (ale kone¢ny), aby sa vo vnutri krivky I" nachddzali vietky korene polynému Q (1) leziace
v hornej (kladnej) polrovine Imz > 0. Potom pre funkciu

podla Cauchyho vety o rezidudch plati

%f(z) dz =2m;j Y res P()
r

telo@=onmzs0) ()

Ay=Imz

Obr. 8.4.1: Prevod nevlastného integrilu na krivkovy

Integrél na lavej strane mozeme prepisat ako stcet

froe= [ [
I I

kde zrejme plati

[P0
7)dz = / —dr,
[10e= | 5
rx —-P
¢o pre p — oo je prave pozadovany integral.
Podstatou celého zjednodusenia je fake, Ze raciondlna funkcia f (z) = % podla predpokladov konver-

guje v nekonecne k ¢islu nula minimdlne rychlostou poklesu funkcie ZL,,,, kde m > 1 je rozdiel stupriov
polynémov P (z) 2 Q (z), a teda plati

lim [ f(z)dz=0.
p—reo
I’z

Alebo inak, podla predpokladov m4 raciondlna funkcia
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v nekonecne vlastnt limitu, t. j. je v nekonec¢ne ohrani¢end konkrétnou hodnotou M (0 < M < o0)

7" P(z2)
0(z)

<M,

12" f(2)| =

¢o implikuje

tize pre funkciu f (z) = % na krivke I'g plati, Ze je ohraniceni, t. j.

max|f ()] < ‘jf

z€I'r

A celkovo plati

M M M

J 1@ <IITel-max|f @) < 7o o = mp =

— 0,
kd

prem > 1ap — co. Limitnym prechodom pre p — oo dostdvame

[ P(1) . P(z)
— 2 dt = 27'[] res .
_Z Q (t) {VZQ(z)—ZO/\Im >0} Q (Z)

Cim sme dokdzali tvrdenie nasledujtcej vety.

Veta 8.4.1 Nech funkcia f : C D Dy — C je holomorfna na polrovine Imz > 0 s vynimkou konec-
ného poctu singuldrnych bodov leziacich v tejto polrovine, pre ktoré plati, ze 3R > 0 : V|z| > R je
If(2)] < %,kdeM > 0.

Pokial st splnené vysSie uvedené podmienky a funkcia f(z) md v polrovine Imz > 0 koneény pocet
singuldrnych bodov z1,22, . .., 2y, potom plati

/f(t)dt = 2Tj Zn: res f (zx) .
A k=1

m Priklad 8.15 Vypoditajme urdity integrél

[
(?+a?)

kdea > 0.

Ide o integral vysie uvedeného typu, kde polyném P (z) = 2% je 2. stupia a polyném Q (z) = (22 +a?) 2

je 4. stupnia, preto m = 2 > 0. Singuldrne body funkcie f(z) = % st

z1 = aj €lmz>0,
2 = —aj ¢Imz>0.
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Reziduum v jedinom singulirnom bode z; = aj z otvorenej polroviny Imz > 0, ktoré je pélom 2. ridu,
je teda

/!
1. d 2 12 : &
e 71 - T A0 - = 1 (o2
I‘eSf(Zl) (2_ 1)|Zl>n% dz ((22‘1’02)2 (Z a.]) ) zilfllj ((Z+aj)2

. 2ajz 1
-y
, z+aj) aj
A teda pre urdity integral plati

oo

/ L = omiresf(e) —2mj =
———dr =2mj -res =27 — = —.
(2 +a2)? ! W= 40 T 2a

—o0

n Priklad 8.16 Vypocitajme nevlastny integrél

T 1
/ﬁdt.
(1242t +2)

Funkcia f(z) = m mé v nekoneéne charakter funkcie Z% Dalej je tato funkcia
1 1

(242242 (z+1-j)@+1+j)
holomorfni s vynimkou kone¢ného poctu singulirnych bodov, a to
721 = —14j€lmz>0, pol 2. ridu,
2 = —1—j¢Imz>0.

Povodny nevlastny integril teda mozeme vypoditat ako sucet rezidui v polrovine Imz > 0 (v nasom pri-
pade to bude iba reziduum v singuldrnom bode z; = —14-j)

7 1
/7@ = 27 -res f(z1)

(242 +2)°
1 /
= 27j- lim (z+1—j)?
==l ((z+1—j)2(z+1+j>2
-2 —2%7j
— 27j- lim __-n_7

=14 (74 14j)° 233 2

Typ integrdlu C - ofo f(t)el®dt

Veta 8.4.2 — Jordanova lema. Nech funkcia f(z) : C D Dy — C, je holomorfnd na polkruhu
Mg ={z€C||z| >R >0,Imz > 0}.
Nech plati

li —0.
MRé?wa(Z) 0

Nech dalej existuje polkruznica I'g = {z € C |z(t) = pel’,p > R,1 € [0, 7]} a nech existuje redlne
kladné ¢&islo a € R+g.
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Potom plati

lim /f )-eI%dz = 0.

R—o0

Dékaz. Pouzitim parametrizécie ['g : z(¢) = pel’ = p (cost +j sint), kdet € [0, 7] vyjadrime krivkovy
integral

T
[ () te= [ £lper) i pierar
0

Ig

Funkcia je na I'g ohranicend, | f (z)| < M, a teda bude platit

T

%f(pejt)_ejazdz — /f pejt ejap (cost+jsing) p]e”dt
0
T

< /’f( eJl)”eJaP(cost) e_apgmtp‘]ejt‘dt<Mp/ _ap“mdt.
0 <M V_‘:l :"‘1'

Funkcia sinus je symetrickd funkcia vzhladom na bod aprekazdér € [ ] plati

s'n(n t) s'n(n—i—t)
m(——t)=sin{—

2 2 ’
preto

T

o —apsint g — /efapsintdt R sin( 3 - )dt o oP Sin(%ﬂ)dl‘.

O\N\r—i
O\N\-‘-l
O\N\r—i

S}

V dodsledku symetrickosti funkcie sinus na intervale [0, 7] plati

]

T
/e —ap Simdl‘ -2 / e P Simdl‘.
0 0
Okrem toho naintervale t € [0, %] v désledku konkdvnosti funkcie sinus plati
) 2
sint > —t.
T
Cize plati

T 2 2 z
Jerommag=a o < [e-anbg = [Ze-ani] = 2 ooy < T
/ ap o ap ap

A z toho vyplyva odhad

L T T
Iy . ellz Mo— =M=
/f(pe ) -el%dz| < pocp o
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L0
f) =2
f()=sint
D 0 % T 7

Obr. 8.4.2: K dékazu Jordanovej lemy 8.4.2

na zéklade ktorého plati

lim /f(z) e%dz = 0.
R—o0
'z

Totoznymi myslienkovymi postupmi ako v pripade integrélu typu B, mézeme odvodit znenie nasledujucej

\%S ty.

Veta 8.4.3 — Laplaceov integrdl. Nech funkcia f : C D Dy — Cje typu f (1) — <6, a > 1,

pret — Zoo.
Ealej nech je této funkcia holomorfnd v polrovine Imz > 0, s vynimkou kone¢ného poctu bodov

21,225+ > 2n.
Potom pre @ € R+ plati

/ f)el¥dt=2mj Y res, (f(z)el®).

Imz, >0

p) V predchidzajucej vete v podstate pozadujeme, aby funkcia f (¢) bola racionilna funkcia, kde
polyném v menovatelije vysSieho stupria ako v itateli, teda, aby funkcia f (¢) bola rydzoraciondlna,
¢im je splnend podmienka konecnej limity v nekonecne.

a Priklad 8.17 Vypocitajme nevlastny integral

cost
——dt
/t2+a2 ’
0
kdea € R>O.

cos?
24+a?

Funkcia je parna funkcia, a preto plati

S} (=)

/cost dt—l/ cost dar
Ot2+a2 C2) 2442

Singulédrne body funkcie f (z) = ﬁ st

z1 = ja€lmz>0, pol 1. rddu,
2 = —ja¢Imz>0.
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Nevlastny integrl bude teda rovny

oo

cost 1 7 cost 1 F; ez 1 .
/t2+a2dt - §/t2+a2dt:§/Re (Z2+a2>dzz2'Re(2ﬂJ'resf(zl))
0 oo oo

ejz e 4
= mwmRe(lim —(z—ja) | =Re | mj—
! (wja(z—m)(zﬂa) S )> ( J2w>
e ¢ e ¢
= R = )
e( 2a > 2a

Typ integrdlu D - fcos ot f (t)dt, resp. 7 sinoz f (¢)de

Veta 8.4.4 Nech funkcia f: C D Dy — Cje holomorfna na polkruhu
Mgr={z€C]| |zl >R>0,Imz>0}.
Nech plati

lim z)=0

MRBZ*)OOf( ) ’

a dalej nech je tito funkcia holomorfnd v polrovine Imz > 0, s vynimkou koneéného poétu bodov
21,22, - -,Zn, pricom na redlnej osi Im z = 0 m4 tito funkcia kone¢ny pocet jednoduchych pélov
21,22, - - -, Zm»> a to v nulovych bodoch funkcie cost (resp. sint).

Potom pre redlne kladné ¢islo o0 € R+ plati

/cosatf(t)dt = Re (27rj Z res, (e1%f (z)) + 7j Z res, (ejazf(z))>,

Imz;>0 Imz;=0

—o0

/sinoztf(t)dt = Im (27tj Y res;, (1% f (2)) + mj Y, res (ejazf(z))>.

Imz;>0 Imz;=0

—oo

n R x=Rez
Obr. 8.4.3: K dokazn Vetry 8.4.4

Dékaz. Podobnym spdsobom ako pri predchddzajucich typoch dloh si uréity nevlastny integral preve-
dieme na krivkovy integral cez uzavretd krivku I' = T U, U (U} T'p, ), kde I'g je polkruznica s polo-
merom R, krivka Iy je zloZen4 z tseciek doplnujicich jednotlivé polkruznice I'y,, k=0, 1,. .., m, naredl-
nej osi. Za funkciu vo vieobecnosti volime exponencidlnu funkciu

oo

/ej‘“f(t)dt:j{ejazf(z)dz.

— T
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V dokaze sa obmedzime na krivkovy integral po jednej z kriviek Ip, , zvy$né cesty integricie sme odvodili
v predchddzajicom.

Predpokladime, ze funkcia f (z) md jednoduchy pél 1. ridu v bode zo na redlnej osi a mdzeme preto ttito
funkciu prepisat v tvare Laurentovho radu

e%f(z2) = a1(z—20)  +ao+ai(z—z0)+ar(z—z0)"+...
res,, (eI%f(z
- M—Fao-i-al(Z_ZO)+a2(Z_ZO)2+""
Z2—20
Plati preto
. res, (el %f (z
/eJ“Zf(z)dzz/Z"izf())der/ (ao+a1 (z—ZO)+az(z—ZO)2+-~-)dZ-
—20
Uy Toy T

Je zrejmé, se Cast g(z) = aop+ a1 (z—z20) + a2 (z—20)> + . . . nem4 #iadne singulrne body a je teda holo-
morfnd a podla Cauchyho vety plati

/ (ao—i—m (z—zo)+a2(z—zo)2+...) dz =0.

Loy,

Zavedenim substitucie pre oblik kruznice s polomerom p so stredom zq

z = zo+pel,
z—z0 = pe’,
dz = jpel!
dostivame
/ejazf(z)dz _ /resZO(eJazf(Z))dZ:/resZO(eW.Zf(Z))jpejtdt
7—20 pe’t
Fpk Fpk T

— jres, (ejOCZf (Z)) [t]?r = —TjTeS (ejtxzf (Z)) .

A teda podla predchddzajiceho a Cauchyho vety o rezidudch plati

oo

[esrna = feisr@a= [ r@at  [er@a + [e%f @
Iy Lo

— r FR
—_—————
=0 =27j res,, (el f(z — _Tires joz
] lm§>0 (1% f(2)) mjres, (e3% f(z))
_ : joz
= 271 Y res; (/%[ (2)).
Imz; >0
Odkial porovnanim pravej a lavej strany rovnosti implikdciou pre k = 1,2,...,m arozdelenim na redlnu
a imagindrnu zlozku dostdvame tvrdenia vety. |

» Priklad 8.18 Vypocitajme nevlastny integral

2
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Funkcia f(z) = W nemd v Imz > 0 Ziadne izolované singuldrne body, aviak na redlnej osi

Imz = 0 m4 dve singularity

T

71 = ) €Imz=0, pol 1. rddu,
3n

Zp = > €Imz=0, pol 1. rddu,

ktoré st obe pSlmi prvého ridu, a preto plati

Re '<cosn+ sin — )+ cos37r—|—'s'n37r 2
= — — 1 —_— m-—-— = 4.
Jreosy sty ) p I

m Priklad 8.19 Vypoditajme nevlastny integrél

oo

/ sin ot d
/ t(t2+02)
kde o, b € R+.
Pre rydzoraciondlnu funkciu f(z) = m zrejme plati Zh_>n30 f (z) = 0 ajej izolované singuldrne body
st
z1 = 0€Imz=0, pél 1. ridu,
72 = jbelmz>0, pol 1. rddu,
3 = —jb¢Imz>0.

sina(—t) sin ot

(=0 (=) +02) — 1@+b?)

Nakolko je integrand pdrna funkcia, t. j. plati mdzeme podla Vety 8.4.4 pisat

oo

/ sin ot _ 1
tt2+b2 - 2.

0

sin ot 1 . ; . ;
) dr = EIm (2mjres, (1% f (z)) + mjres., (e!* £ (2)))

8\8

Jaz eloz
2mj lim z—jb)+ 7 hmi
a=ibz(z +b2)( ib)+ 7 02z(z? +b2) >

5 e_]OCJb 60 II 5 —ab 1
M ibGotin) T b2> 2m< g 2b2+7”b2)

cosab+jsinab 1 >

= l(l—cosab).

7 262

1

o

1 eloz o eloz
i <2 m—JhZ 2(z+jb) 7 zlzn—r%)zz—kl?z)
1

o

1

2 < MR
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8.5 Cvicenia

Cvicenie 8.1 Vypoditajte hodnotu rezidua danej funkcie v nekonecne:

2) f( ): zﬁjz-:-lZ) [17—]
b) f(2) = &5, 0]
o) f(z) =zcos*Z, 2]
d f(@)= 0%, [¥]
C) f(z)zlni:—z,kdea,beR, [C[—U]
f) f(z) =e‘lnizp, kdea,b e R. [,o— 9]

Cvicenie 8.2 Vypoditajte hodnotu rezidua danej funkcie v jej izolovanych singulérnych bodoch:

a) f@)= m [£ =) fcsal =(2)f I——Zseu}
fl@)= [VZ £ 0501
fl@)=12 ng ;r%’ (& = (@) f17=sar' L = (2) f1=%sa1' = (2) £ 0=s01]

d) f(z) =sinzsin, [0 = (2) f==2s01 = (2) / 0="s01]

e) f(z)= zz+4 [zurs%rz— (2) f=="sar m = (2) f feF= ZSQJ‘V (2) fo= ZSG.I}

f2)= smz’ kde z 7 co. VAEREIR ‘>[(I 2) f 1= ZSQJ}
|

Cvicenie 8.3 Pouzitim Cauchyho vety o reziduich vypocitajte nasledujice integrily:

z _ . | —

a)lfz(zg—+1)dz,kder_{ze<c.’z+§]_1}, (- 1) tag]
b) § 4i-dz,kdeT = {z= (x,y) € C: x> +y? —2x =0}, z

2 2A+1 { } [ 73 }
C) fmdz,kdefz{z:(x,y)e(::x% —i—y%:3%}, 0]

r
9) § Goiapds kde T = {zeC:|z—2| =3}, [fwg—]
C) fmdz,kderz{zec:|z|=p,p7él}, [0]
f) g%dz,kder‘:{zeczldzl}, (8]
g) fsinz ldz,kdeT'={z € C: |z =p}, (0]
h) z]i; dz, kdeI' = {Z eC: ’Z| 2}. [ [xg_]

r T -
Cvicenie 8.4 Pouzitim Cauchyho vety o rezidudch vypoditajte nasledujice integrély:

I
b) _‘f mdz, kdeI' = {Z eC: |Z| 4}, [fﬂZ]

r
lfmdz,kderz{ze(C:]Z]:l}, |:17Z€i|
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18+1
I d) § Gt do kdeT = {z€ C:lel =2). y
|

Cviéenie 8.5 Pouzitim Cauchyho vety o reziduich vypocitajte nasledujice urcité integraly:

2) f 1+z4 [%}
b) f (1+t2)3dt’ [%]
d) ;L mm‘,kdea S R>0, [%]
® 2
) [ wramrdts 1]
T
1
f) _fn T3+ 125 0 5]
2
g) fa+cottdt kdea e R,a > 1, {170 }
74
h) fttzs%lztdt,kde a,r € Ry, () usa




Integralne transformacie






9.1 Definicia Fourierovej transformdcie

Fourierova transformicia je integrilnou transformdiciou previdzajicou signil medzi ¢asovo a frekvencne
zavislym vyjadrenim pomocou harmonickych signalov, t. j. funkcif sinus a kosinus, vieobecne teda funkecif
komplexnej exponencidly e, Sluzi na prevod signdlov z ¢asovej oblasti do oblasti frekvenénej, kde

O € (—o0,0).
Definicia 9.1.1 — priama Fourierova transformdcia. Nech funkcia f(z) : R — Rje:
1. po Castiach spojitd a derivicia je tieZ po Castiach spojita,
2. anech integral

S

[irona

—o0

konverguje.
Potom sa tito funkcia nazyva origindl Fourierovej transformdcie a funkcia

F:jo— F{f()}

sa nazyva obraz Fourierovej transformdcie a plati pre fiu
Fo)=F (10} = [ 10)-e7"ar

kde @ € (—oo,0).

Triedu vietkych funkeif f(¢) : R — R, korych derivécia je tiez po ¢astiach spojitd a ktorych integral

J | f (2)| dt je koneeny, oznadime D z.
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Definicia 9.1.2 — spétné Fourierova transformdcia. Zobrazenie . # | {F (jo)} = f (t) defi-
nované

oo

y_l{F(jm}:f(z):zln-/F(jw)-eiwfdw, kdet € R,

—o0
sa nazyva spétnd Fourierova transformdcia.

Pozrime sa teraz podrobnejsie na konstantny faktor ﬁ vyskytujici sa v definicii spitnej Fourierovej
transformécie. Niektoré literatdry uvddzaju tento faktor rozliéne "ukryty”.
Jednou z moznosti je umiestnit konstantu \/%7 do definicie .# zobrazenia a taky isty faktor aj do vzorca

inverznej .%_ transformaécie, a teda bza zobrazenia je { ——eJ®' }, &m ziskavame istti symetrickost.
L Ners Y

Dalsia moznost je definovat priamu transformdciu ako
FUO) = [ 10
a spitnu transformdciu

FA{F(0) =F 1) = [ F0)-* 0.

—o0

V takomto pripade je bizovou funkciou {e/?7"}.

Bez ohladu na detaily, st tieto verzie rovnaké. Samotné opodstatnenie tohto faktora je, aby funkcia e/ wt
"videla" seba samu iba raz.

Ak by sme sa na ttto inverziu pozreli podrobnejsie zistime, ze plati

FAF{f )} =27f (—1).

Vo vieobecnosti neplati, ze by funkcie f () a f (¢) splyvali, avSak za istych netrividlnych okolnosti tomu
tak je. Ale plati, Ze dve spojité funkcie z D # st rovnaké, ak majui rovnaka Fourierovu transforméciu.

a Priklad 9.1 Niéjdime Fourierov obraz tzv. branovej funkcie danej predpisom

1, pret€[—a,d],

)=
0, pret ¢ [—a,q],

kde ac R>0

Dosadenim do vztahu pre Fourierovu transforméciu z Definicie 9.1. mdme

Flo) = Z{f()}= 7f(t).e—jwtdt:/al.e—jwtdz: [ejwt]“a

1 . . 2sinaw
L clao _ g—jaw | _ Z> 70

j (0] N——r (0]
=2j sinaw

pre vietky @ = (—oo,%0). Pre @ = 0 lahko po dosadeni do integrilu dostaneme

F(0) :/l-e‘jo’dt: t]*, = 2a.
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n Priklad 9.2 Niéjdime Fourierov obraz funkcie

f)y=e"M,

kde b € R.

Dosadime podla Definicie 9.1.1 a rozdelenim intervalu integricie mame

o 0

F(jo) = ﬁ{e*b\ﬂ}:/efb\t\.e*jwldt:/e(bfjw)tdt_’_/ef(bﬂ'w),dt
oo . "
e(b—jo) e —(btio) 4
= lim . —lim | ————
p—r—oo b—_](D q—>oo b+Jw .
1 0 : (b—j 1 . h
= e — lim e®dor | _ lim e~ (bHi®@a _ o0
b-jo p=—ee b+jo | g
—
=0 5
1 1 2b
b—ja)( ) b+ja)( ) b2+ @?’

pre vietky @ = (—o0,00). Pre @ = 0 podobne ako v predchddzajicom priklade dostdvame

Fourierovobraz Z { f (t) } funkcie f (t) sa éasto nazyva spektrdlnoun charakteristikou funkcie f (t). Podobne
absoltitna hodnota obrazu .% {f ()} , oznatovand F (@) = |F (j )|, sa nazyva amplitiidovd charakteri-
stika (alebo tiez amplitiidové spektrum) funkcie f (t) a funkcia & (@) = —arg F (j ®), pre @ = (—oo,0),
sa nazyva fizovd charakteristika (fizové spektrum) funkcie f (1)
Pre vietky @ = (—o0, ) tiez plati

F(jo)=F(0)e *? =A(0)-jB(o),

kde

Alw) = /f(t)cosa)tdt,

B(w) = / (1) sinoordr.

Odkial vyplyvaja vztahy

Flo) = \J(A(@)+(B ),
B(®)
A(w)

Amplitadovi charakeeristika F (@) je teda pirnou funkciou a fizové charakeeristika je nepdrnou funkciou

o(w) = arctan

nezévislej premennej, ktorou je frekvencia .
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n Priklad 9.3 Niéjdime Fourierov obraz trojuholnikového impulzu

t, prete€]0,1),
f)=4¢ 2—t, pret€][l,2),
0, pret¢][0,2).

A
~Y

\/

Obr. 9.1.1: Trojubolnikovy impulz z Prikladu 9.3

Vzhladom na defini¢ny obor si integrél rozdelime

1 2
Flo) = Z{f()}=[t-e i+ [ (2—1)-e T?d
[reme]

fe-ior  o-jor 1 (2_t)e—jcot e ot 2
-l e
0 1

1 s ' s 2 .
= —[2-e7?-e!? e = "F(1-cosw)e”

0 | ~Y—n— ®

=—2cos®

4 ( w :
_ s 2 ) —jo
= — (sin"=)-e 7%

? 2

Z vysledku vidime, ze pre amplitadové a fazové charakteristiky plati

. 4 L0
Flo) = |Fo) = sin 2.
(0) = o,
pre @ = (—oo,00). .

p) Nech f(t) € Dz je pirna, potom pre vietky @ = [0, ) konverguje integral

Foos (@) = \/z / £t) cos wrdt. (91)
0

Okrem toho pre parnu funkciu f(¢) € D plati pre kazdé r € [0, 00)

7o) = \/z /Fcos(a)) cos 01da. (9:2)
0
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p) Nech funkcia f(¢) € D # je nepérna, potom pre vietky @ = [0, ) konverguje integril

Fan (@) = ﬁ [ fiwsinorar (93)
0

A tiez pre nepdrnu funkciu f(¢) € D # plati pre kazdé t € [0,0)
_ 7 7 _
ft)= \/;/Fsm () sin wrdw. (9.4)
0

Definicia 9.1.3 Zobrazenie definované vztahom (9.1) sa nazyva Fourierova kosinusovd transformdcia
a zobrazenie urcené (9.2) sa nazyva spditnd Fourierova kosinusovd transformdcia.

Definicia 9.1.4 Zobrazenie definované vztahom (9.3) nazyvame Fourierova sinusovd transformdcia
a zobrazenie uréené (9.4) sa nazyva spitnd Fourierova sinusovd transformdcia.

n Priklad 9.4 Niéjdime Fourierov obraz funkcie

f)=e™.
Funkcia f (t) € D 7 je parna, kedze plati f (—t) = f (¢) pre vietky t € R. Preto existuje kone¢ny integrél

2 o0
Feos (@) = \/;/etz cos rdt.
0

Tento integral konverguje pre vietky @ = [0,90). Ak ttito rovnost zderivujeme podla premennej @ kon-
verguje na [0, o0) aj integrédl na pravej strane

2 [ee]
Flos(0) = \/E/—te_’2 sinzedr.
0

Pouzitim per partes dostdvame

1 /2 P oo [2F
Fo (@) = I}iigoz\/;[—etzsinwt}o—z E/e*tzcosa)tdt
0
1 /2 o 27 ®
= 2\/;(04-0)—2\/;/6 ’cosa)tdt:—EFCOS(a)).
0

Feos(@)

Tym pddom mdZzeme pisat, ze funkcia Feos (@) vyhovuje diferencidlnej rovnici

ktorej vieobecnym rieSenim je

wZ
y(w)Z/%y(w)dwzk-e’T, kde k € R.
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2 .
Prew=0jey(0) =k- e~ = k. Aviak zéroveti pre funkciu y (@) = Feos (@) v @ = 0 plati
) P p

Fros ( \/7/ ? cosOrdr = \/7/ s = \/7 f \f

12

atedak = \f Odkial kone¢ne Fourierov obraz funkcie f (f) =e ™" je

R) Zdsadnou vlastnostou Fourierovej transformdcie je, Ze previdza gaussovské funkcie opit na gauss-
ovské funkcie.

V nasledujicom priklade si ukdzeme sp6sob hladania Fourierovho obrazu racionilnej funkcie pomocou

Cauchyho vety o rezidudch. Nech P (¢), Q (¢) st polynémy, pre ktoré plati deg Q (1) > deg P (¢) a naviac
polyném Q () nemd redlne korene. Potom podla predchddzajicej kapitoly plati

[P . <P(z) : >
——el'dt =2m;j res,—q | ——=e ).
_Z Q(t) (DG{Z|Q(Z);0,Imz>O} Q(Z)

Zavedenim substittcie z = —ot, pre @ # 0, prevedieme poslednt rovnost na tvar potrebny na vypocet
Fourierovho obrazu racionalnej funkcie (pre @ = —1, ho uz v pozadovanom tvare mame), t. j.
[ P(t) —1) 2mj P(-%)
0 e 1 ¥dr = / ‘;’ ;dz = ﬁ Z res.—q <(‘g>e]z .
E o(r) 0(-¢) ol oe{zo(-%)=0,Imz>0} 2(-3)
n Priklad 9.5 Niéjdime Fourierov obraz funkcie
1
t)= 5.
F0=7 +1
Pre @ # 0 zavedieme substiticiu z = — @t <t = -, ¢im dostdvame
1 1 o’

t2+1 - ﬁ—i—] :Z2+w2’

X

Vo vypocte sme pousili integral tzv. chybovej funkcie erfx = % Je ~*dr. Ak oznadime e dx =1, potom
0 —oo

0 oo 0 2T 72 a
// e YVdr= // gy = //P e P dpdg = 27 lim [_] :n(—;iﬁme’“ﬁ—l):m
% 0

=

odkial

I = /ef)‘zdx:\/ﬁ7 = /efxzdx:?.
0
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a preto, kedze jediny singuldrny bod vImz > Ojez =j |@| € intT’, plati
1 o [ 1
Fljw) = % :/7 oty — | edz_— g
) {t2+1} P | 250 Jo
2 . 2
w 1 27j o
= _ ]Zid = — . _
fzz—sze o] < Jo| el (z2+w2)
27j 0> 2mj o’ .
= im (He”-(z—jw)> — 5 jim <eﬂ>
|®] =—jlo| \ 22+ ® |®| =—jlo| \z+ @
)
_ 2E 07 el _ pe-lol,
@] 2j o]
Pre @ = 0 dostdvame priamo dosadenim
Y N P = i I
F(0) = / o 1dt Lim qgmm[arctant]q Lim arctanp—q lim arctang
_ T ( E)
2 2
n

9.2 Vlastnosti Fourierovho zobrazenia

Veta 9.2.1 — Linearita. Nech fi (¢), f> () € D anechcy,c € R.
Potom aj ¢ fi (t) £ c2f2 (t) € D azéroven plati

Flafilt)fafht))=aF{ilt)} P {f2(t)}.

Dékaz. Obe casti vety st jasnym vyuastenim vlastnosti po ¢astiach spojitych funkcif a nevlastného inte-

grilu. n
Veta 9.2.2 — Podobnosf. Nech f (1) € Dz anecha € R,a # 0.
Potom plati
1 (0]
F 1)t =—-F ( —) .
(Pl = (i
Dékaz. Pouzitim substitucie bude platit
u=at N
- 1 TmU
FA{f(a)} = /f ar)e I9dr = / du= ’a|dt /ZH/f(M)CJwadu
oo a
1 .
- L)
jal a
[ |

p ) Vetao podobnosti 9.2.2, nickedy nazyvand aj Veta o zmene mierky, hovori, ze ak sa zmen{ mierka
v Casovej oblasti, zmena vo frekvenénom spektre sa prejavi opaénym spdsobom (zdvojndsobenie
vzdialenosti na Casovej osi sa v frekvenénej oblasti prejavi redukciou vzdialenosti na polovicu).
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Veta 9.2.3 — Translacia. Nech f (t) € Dg anecha € R.
Potom plati

F{f(t—a)} =eF (jo).

Dékaz. Pouzitim substitdcie

u=t—a

Lg‘\{f(t—a)} = /f([a)ejw’dt/t;g&//f(u)eja)(aJru)du
- U || oo —oo -

= e_j“’“/f(u)e_j“’”du:e_j“’“F(jw).

—o0

|
= Priklad 9.6 Niéjdime Fourierov obraz funkcie
floy=ed07
Z Prikladu 9.4 vieme, Ze
F {67’2} = Qe*%z.
2
Pouzitim substittcie pre integrél bude platit
t2 w2
F {e 7 } =e 2
a podla Vety o translicii 9.2.3 dostdvame
1 2 ; o?
F {e*?(’*l) } =e %7,
n

p Vetao translicii 9.2.3 hovori, Ze posun signdlu v ¢ase sa vo frekvencnom spektre prejavi moduldciou
(ndsobenim povodného obrazu harmonickou funkciou e™®4).

Veta 9.2.4 — Obraz goniometrickych funkcii. Nech f (1) € Dz anecha € R,a # 0.
Potom f (t)sinat € Dz, f (t)cosat € D g azdroven plati

1

FA{f(t)-sinat} = Z*j(F(j(w—a))—F(j(wﬂLa))),

FLf () -cosar) = 3 (F(i(@—a))+F(i(0+a).
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Dékaz. Goniometrické funkcie st spojité a ohranicené na R, preto prva ¢ast tvrdenia zrejme plati. Pri
dokaze druhej ¢asti vyuzijeme Eulerove vzorce a Vetu 9.2.1 0 linearite Fourierovej transformécie

FAf(t) -sinat} = /f -sinat-e I?dr = 5 /f (edn —edar) oy

- 7 ff() i(o-argr — /f Hotang
1

- Z—j(F(j(a)fa))*F(j(w+a)))-

Obdobne

F{f(t)-cosat} = /f .cosat -e ' dr = /f (el eIy eIy

= /f (D atdt—i-/f (L)Jra)tdt

1 ) .
= ;(F((0—a))+F(j(o+a)).
|
= Priklad 9.7 Niéjdime Fourierov obraz funkcie
f(t)=e"".cost.
Z Prikladu 9.2 vieme
2b 2
3?{ *b\fl} 2 = y{ *\f\}: .
b’ + w? © 1+ w?
A teda pouzitim Vety 9.2.4 o obraze goniometrickej funkcie dostdvame
1 2 2
ﬂ{e*‘t‘ocost} = - >+ .
2\1+(@—1)" 1+ (0+1)
1+ et 20+ 14+ 0r-20+1
' 2042407 -20+2  207+4
(02 -20+42) (02 +20+2) o*+4°
|

= Priklad 9.8 Nijdime Fourierov obraz funkcie
cost, prete [-5,5],

flr)=
0, inde.

Pouzijeme Eulerov vzorec
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x | P | |
Fljo) = /cost-eﬂwtdt:/E(e]’—i-eﬂt)-eﬂ“”dt
-3 -3

Sl

1 . . 1 ej(l_w)t
_ j(l—o) —j(1+ )t _ o
(e te )dt le(l—a)) j(l+w)

T
2

1 (ejaw);_ej(l—w)(—’z’) ej<1+w>§_e—j<1+w>(—;‘))

2 i(1—o) B i (14 )
1 e](lfw)% —efj(lfw)% 1 ej(1+a))% —67J(1+w)%
- (1-w) 2j +(1+w) 2j
1 . 79 1 ) 73
= (l_w)mn((l—a))E)+msm<(l+w)§>

- 1—1(02 (Sin((lfw)g>+Sin((1+w)g)>
/sina+sinﬁ:2sina—?cos#/

_ 2 > sin 1—w+1+w§ cos 1—w—1—w§
-2 2 2 2 2

_ 4 . T ( a)ﬂ)— 4 wn
= 1_(}\)2S1112 COS 2 —l_wZCOS 2

Veta 9.2.5 — Derivovanie obrazu. Nech f () € Dy atieztf (t) € D .
1. Potom plati

dF jo)
do

FAef ()} =]
2. Nech naviact* f (¢) € D # pre k € N*. Potom plati

-
7{tr )} = U0)

Dékaz. 1. Z Definicie

st — [ irme o= L4 [ o
J{tf(t)}—étf(t)ej ar=— [ro

2. Tvrdenie je dokdzatelné Gplnou indukciou predchidzajiceho tvrdenia.

Veta 9.2.6 — Derivovanie origindlu. Nech funkcia f (t) € D.# je naR spojitda f' (1) € D .
1. Potom plati

F{f ()} =jo F(jo).
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2. Ak k-ta derivicia f®) (1) € Dz pre k € Nt tak plati

7{r )} = (o) F (o).

Doékaz. 1. KedZe f(t) € Dz je na R integrovatelnd, a teda plati tlimf (1) = tlim f(t) =0. Inte-
—>00 — —00

grovanim per partes potom ziskavame rovnost
/

f{f’(;)} - /f/(t)eja)tdt:/ L:z;,z:;t u :v,_:jj:ft;wt/

= lim lim [f(t)eﬂ'“”]g’ﬂw/f(t)e*i“”dz

preog—r—oo

= lim f(p)e "~ lim_f(q)e " +jo F(jo)=jo-F(jo).
& K

2. Tvrdenie je takisto dokdzatelné iplnou indukciou predchddzajiceho tvrdenia.

Veta 9.2.7 — Integrovanie origindlu. Nech f (1) € Dz a nech pre funkciu

o()= [f(9)ds, 1R,
0

plati

lim @ () = lim ¢ (1) =0.

t—voo t——oo

Potom plati

9’{(;)(t)}:jioF(ja)).

Dékaz. Podla definicie Fourierovej transformdcie a integrovanim per partes, kedze Vr € R ¢’ (1) = f (),
dostdvame

Flon)} = /m(p(t)ej“”dt—/m /tf(s)ds e iy
e — \0
A S

jo
p

p—reogq——oco

t %)
1 . 1 .
= —lim lim O/f(s)ds j;eﬂwt _|_jw/f(t)e—Jcotdt
q —o0

I 1 1
= —| I — 1l —e 14+ —F(jo)=—F(jo).
Jim ¢ (p) = lim ¢(q) | =fe W4 oF (o) = F ()
—_——— —
=0 =0
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Definicia 9.2.1 — Konvoluény suc¢in. Nech sa funkcie f(f) : R — Ra g(r) : R — R inte-
grovatelné.
Potom funkcia k (7) : R — R definovand

k)= [ fle-o)g(e)de

sa nazyva konvoldicia funkcii f a g na intervale (—oo, 00), resp. konvolucny sicin funkcif na R.
Skutocnost oznacujeme k = f * g.

Veta 9.2.8 Konvolucia funkcif ma nasledujice vlastnosti vyplyvajice z vlastnosti uréitého integrélu:
1. komutativnost,

(fxg)(t)=(g*f)(), VteR,

2. asociativnost,

((fxg)xh) (1) = (f+(gxh) (1),  VieR,

3. distributivnost vzhladom na scitanie,

(f+g)xh) (1) = (fxh) () +(gxh) (1),  VieR.

Dbkaz. 1. Podla Definicie 9.2.1 konvolu¢ného stiéinu mdme

(80 = [ri-s(ma

I—T=1u T=t—u
- / —dt=du dt = —du /
e = fipuln) = lin -0= lin u(n=-=

oo

= [rwst-wdi= [ gt-u)f@du=(g+f)0).

—oo

2. Dvojndsobnym pouzitim Definicie 9.2.1 konvolu¢ného stéinu

(Fg)em) ) = [ | [ ra-t=s)g(s)ds | n(m)ar

—o0

T+s=v = sS=v—7T

_ ds=dv /
lim (7+s5)= lim v(T) =4
T—rtoo T—>4oo

oo

_ /f([—v) /g(v—’c)h(r)d’c dv=(fx(gh))(1).

— 00

Zmenili sme poradie integrovania, ¢o sme v§ak mohli na zaklade absolutnej integrovatelnosti funkcii
zD gz naR.
3. Priamo z Definicie 9.2.1 konvolucie a z linearity integralu.
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Veta 9.2.9 — Borelova veta. Nech f(t) e Dz ag(t) € Ds.
Potom plati

F{f+g) (1)} =F(j0)-G(jo).

Dékaz. Podla definicie Fourierovej transformdcie a pouzitim Fubiniho vety mdme

oo

F{f*g) )} = /(f*g)(t)e*j“”dm/ /f(t—f)g(r)dr eI ds

—oo —o0

oo

— / /f(z—f)e—iw<f—f)dt g(t)e19%de

— oo -

oo

= [ rweTau [ g(m)e e =F (j0)-G(j0).

—o0

Borelovu vetu 9.2.9 vyuzijeme pri rieSeni diferencidlnych rovnic, kedy budeme hladat Fourierov obraz
sudinu funkcii.

9.3 Aplikdacie Fourierovej transformdcie

Zameriame sa na jediné z mnohych vyuziti a to vyuzitie Fourierovej transformdcie pri rieSeni linedrnych
diferencidlnych rovnic s konstantnymi koeficientmi.

Riesime linedrnu diferenciilnu rovnicu tvaru
(n) (n—1) ! —
YWWtay" VL ta,y fay = f(1),

kde a; st koeficienty, f (¢) je funkcia pravej strany premennej# ay (¢) je hladand funkcia (riesenie).
Nech Fourierov obraz hladanej funkcie je

F0))=Y(o).

Pouzitim Vety 9.2.6 dostdvame

(G0 +a(o) ™+ +a,1(0)+a) ¥ (o) =F (o),

ozn. P, (j o)

odkial
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m Priklad 9.9 Pomocou Fourierovej transformécie ndjdime rieSenie linedrnej diferencidlnej rovnice

Y (0 +y(0) =5,

re ktoré plati limy (f) = lim y(¢) =0.

P plati limy (r) = lim y(z)

Pouzitim Fourierovej transformécie na dand rovnicu, kde pre obraz pravej strany pouzijeme vysledok
Prikladu 9.2, bude mat tdto tvar

1

jo-Y(jo)+Y(jo)=——.
0¥ (o) +Y(0) = 1
Vyjadrime si Fourierov obraz riefenia Y (j o)

1 1 1
Cltjol+e? (1+jo)(1+0?)

Y (jo)

Fourierov original y (f) funkcie Y (j @) bude

1 17 el
=7 {Y(jo)} =7_ , :—/ , do.
y () Hrje) 1{(1+]a))(1+a)2)} 21 ) Go+1)(1+w?)
Na vypocet integrilu pouzijeme Cauchyho vetu o rezidudch 8.3.1a Jordanovu lemu 8.4.2, ktoré budeme
aplikovat na funkciu

ej zt ej zt ej zt

(I+j2)(1+22)  (1+j2)((+2)G—2) jlz—j)(@+])

Ako vidime, tito funkcia mé dva izolované singuldrne body, a to pdl 2. ridu z1 » = j a jednoduchy pél
L riduzz = —j.

y=Imz

\4

A

-R -7 <

\/

Obr. 9.3.1: Ku Prikladu 9.9

Integrél vypocitame zvldst pre kladné ¢ > 0, zvldst pre zdporné t < 0 a zvldst pret = 0.
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Akt > 0, prevedieme urcity integril na krivkovy po krivke I'y = {z € C | z=R-el",t € [0, 7] ,R > 1}
vIimz > 0, teda

oo

1 el d 1 JZ[ d
1) = — | = =l a0 %
y(1) Zﬂ/(Jw+1)(w2+1) 27rf(1+1z)(1+22)
— o0 1
1 ez d eld 2
= goe2mres i\ o oy | =M a5 (@
o ] 712=) <(1+]z)(1+12)) Jz—>j dz <(1+]Z)(1+Z2) (Z J) >

d it jrel? (j —el? 1 1
— jlim— <—j © ) — qim [ 1170 +Z)2 ) = cre e
—j dz j+z 2] (G +2) 2 4
Akt <0, prevedieme urdity integral na krivkovy po krivke I, = {Z €Clz=r-eltc[-m,0],r > 1}
vImz < 0, pricom dostdvame

=)

1 el d 1 el d
t) = — [ = 0= —¢ —
y () 27?/(](1)+1)((1)2+1) 27rj(1+]z)(1+z2) <
e g

1 2 el . el .
= —-2mres;—i | ————— | =] IIm | ———F——5 (2 +
2 M Z“((IJFJZ)(H‘ZZ)) Jm<<1+1z><1+z2><z ”)
o (i) 1) =t
= i — | =j | —=je' | = -¢€".
JH—J (1+jz)( —2) W4 4

Akt = 0, prevedieme urcity integral na krivkovy integral opit po krivke I't vImz > 0, a rieSenie m4 tvar

oo

(1 = i/ el dw—i%%d
U7 ) Gern(@ D) 2 ) (i) (1+2)

B i . ‘ % d 1 2
= op M eSZ"z_J<(1+jz)(l+z)> Jlﬂdz<1 B J)>

d 1 . J 1
= jlim —j— —_]llm =] —f_] -
ZHJ dZ J+Z 7— (Z+] 4

Tym dostivame hladané rieSenie diferencidlnej rovnice v tvare

%et, pret € (—,0),

(1) =
Ite"+1e7! pret €[0,0).

m Priklad 9.10 Pomocou Fourierovej transformdcie njdime rieSenie linedrnej diferencidlnej rovnice

2

Yt —y()=e™",

pre ktoré plati tlimy (r) = lim y(r) =0.
—>00

t——oo

Obe strany diferencidlnej rovnice transformujeme, ¢im dostdvame
2y (s SN -2
—0Y(jo)-Y(jo)=% e ,
7 7 — 2 S . . 7 . . v .
kde nateraz ponechdme prav stranu v tvare % {e ! } Dalej vyjadrime Fourierov obraz riesenia

ey

-Y(w
G o
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Nisledne pouzijeme Borelovu vetu a dostdvame

1 2
v =F ~t
0 =71 { g fre
kde podla Prikladu 9.2
B S G
1+ e? 2°

Rozpisanim do integrilneho tvaru dostivame riesenie v tvare

1o<>

s _ 2
e I=tl.e—Tqr.
2

—o0

y(t)=

Ako vidime, problémom je zlozitd riesitelnost konvolu¢ného integrélu.

9.4 Cvicenia

Cvicenie 9.1 Nijdite Fourierov obraz nasledujicich funkeii f(f) : R — R:

t+1, prete[-1,-1/2],
L prere(-1/2,172),
a) f(t) o —t+1, pret € [1/2, 1], [Z SO9 ZO) _'_ LIIS +msooz— ((0[)__»[]
0, pre [t| > 1,
—e!, pret€[—-1,0),
~ t€[0,1],
B COSZ, pre |t| <, on
B pre [t| > 7, [m;usooZ = (@) g
d 2t+1 “reR. (0+1) T

Cvicenie 9.2 Urcte spektrélnu charakteristiku, amplitadové a fizové spektrum nasledujucich fun-

keif £(£) : R = R:

/o, pret € (—o0,0),
3.) f(t)_ e*ﬂt, prCtE[O,oo)’aeR>0’
ERS—————
_J 0 pret € (—o0,0),
b) f(t) - { eit Sin[, pret c [0’00)
[ wgpoud (0)0-=(0-)0
‘ <°° ‘M) 2 @ad ‘Z(Z,—EZ ueoIe + 1
‘(E/\ ‘0)>@ad F ot uelore
A A T+ (@+1)
: =L = ()4 ——

=(@0)4

=(®)o

= (@04 |

Cvicenie 9.3 Urtte, & je funkcia parna alebo nepdrna a ndjdite Feos (@) alebo Fyipn (@) pre funkcie

£:]0,00) = R:
a) e ¥ ae Ry,

@+
D

|

%/\— = (o) S°°_»1}
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_J o, pret € [0,1],
b) f(t)_{ e_’sint, pretE(l,OO), {%%/\:((D)SOOJI}
sint, pret € [0,7],
c) f(t) = { el A A urs
0, pret € (m,00). Szmsz/ = (@)%
2t -]
Cvicenie 9.4 Pouzitim spitnej Fourierovej transformdcie néjdtite origindl f (1) € Dz, ak je dané:
F(jo)= 1,
a) F(jo) 1+1w2 (2% = (1]
b) F(jw)= i1t [(’1"1?5"‘1800) |1\—9% = (1)1]
|

Cvicenie 9.5 Pouzitim Fourierovej transformécie ndjdite rieSenie y() danej diferencilnej rovnice
pret € R:
a) Y (t)+5y (t) + 6y (t) = 2e I, pre keoré plati tlimy(t) = tlim y(t) =0,

—>00 — —00

(wf0)Dgo1d 934 of_ oF 1
‘0=12d ‘17—[Z— =)«
“(0fe0o—) > 721d ‘1917—5— ]

b) " (t) 43y () +2y(t) = e ¥, pre keoré plati tlimy(t) = tlim y()=0.
—>o0 —>—

“(00‘0) 2 701d ‘JZ_Q% +1_91%

‘0=121d

“(0feo—) 2 701d ‘9







10.1

Definicia Laplaceovej transformdcie

V predchddzajicej kapitole sme sa zaoberali Fourierovou transforméciou funkcii. Jednou z pozadovanych
vlastnosti, aby funkcia patrila do D &, bolajej absolttna integrovatelnost, alebo inak, aby platilo tll)m ft)=

tll}r_n f(t) = 0. Avsak zdaleka nie vietky elementdrne funkcie vyskytujtice sa v technickej praxi tito pod-
mienku spliiaj.
Uvazujme funkciu f: R — R

fl)y=e",

kdes € R+, € R. Této funkcia konverguje pre  — oo k nule dostato¢ne rychlo a to az tak, Ze po jej preni-
sobeni elementirnou funkciou, ktord pévodne absoldtne integrovatelna nebola, sa ich stéin absoltatne
integrovatelnym stdva. Napr.:

limt"e ™ =0,
f—o0

prekazdé n € N*as € R, dalej tiez plati

limeXe ™" =0,
10
pre kazdé k,s € R, kde k < s, a pod.
Problém vznikd pre zdporné hodnoty ¢, kedze napriklad i v okoli bodu —oe ni¢ z vyssie uvedeného neplati,
nakolko aj tlim e % = oo, pre s € R+. Vietkému sa vyhneme tym, ze v dalSom budeme uvazovat tieto
—>—o00

funkcie iba pre# > 0 a pre nekladné 7 ich stotoznime s trividlnou funkciou, t. j. pre# < 0 bude f (1) = 0.
V technickej a fyzikdlnej praxi sa aj tak so zdpornym uvazovanim nezivislej premennej (v mnozstve
pripadov) prakticky nestretdvame.

Definicia 10.1.1 — Laplaceova transformdcia. Nech je dand redlna funkcia f (7) : [0,00) D
D = R.



186 Kapitola 10. Laplaceova transformacia

Potom nevlastny integral

5]

F(s+ja)):/e_s’-f(t)-e_j“”dt,
0
prioznacenis+j® = p,kdeRep =salmp = o,

oo

F(p)= [ f(0)-e"ar,

0

sa nazyva Laplaceov integrdl funkcie f (t). Ak mnozina Dy tych p € C, pre ktoré tento integral kon-
verguje, je neprézdna, funkcia F(p) : D — C sa nazyva Laplaceov obraz funkcie f (¢) a tato sku-
tocnost znacime

ZL{f@)} =F(p).

Ak pre funkciu g(r) = e~ - f (¢) aplikujeme vztah pre spitnt Fourierovu transformiciu, dostdvame

1 7 .
e_s’-f(t):%/F(s—i—ja))-el“”da).

Prendsobenim funkcioue®, kdet € R as € R.g je pevné ¢islo, bude platit

oo

f)= % /F(s+ja)) e,

—o0

Ak s+jw = p, potom jd® = dp a dostdvame nevlastny integrdl komplexnej funkcie komplexnej pre-
mennej zavisly od parametra s

! s+joo
t)=— [ F(p)-ePd
10=55 | F)-erap
s—joo

v ktorom integrujeme po priamke Re p = s rovnobeznej s imaginirnou osou oy,

» Priklad 10.1 Néjdime Laplaceov obraz Heavisideovej funkcie

0, akr<O,
f()=H(@)=< 3, akt=0,
1, akr>0.

Podla definicie pre Re p > 0 plati

oo

et 1| o
F(p)= [ 1-e7”dt = lim =—— | lime™ - " | =-.
a—soo | — a—soo ~~
J rlo plos o p
=0
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m Priklad 10.2 N4jdime Laplaceov obraz funkcie
f(t)=e®,
kdea € Cat €0,00).

Ak plati Re p > Re ¢, potom

7 - y o (p—on 1
F(p) = /eo"-efptdt = /e(a*p)tdt = /e*(p*a)tdt =lim | ——
0

a—o | — —
) / (p—a)|,
) e—(p—a)a e0 1
= —lim + = .
a—e p— O p—o p—o
——_— —
=0

m Priklad 10.3 Ni4jdime Laplaceov obraz funkcie
fle)=e",

kdet € [0,00).

Zrejme pre kazdé p = s +jw € Cakazdét > tg € R plati

=

_ SR
e Pl=e e >1.

€

Nakolko integral [ 1d diverguje, bude podla porovndvacieho kritéria divergovat ajintegrl | e’ e rdr.
0 0

K funkdii f (f) ="’ preto neexistuje Laplaceov obraz. .

V predchadzajacich prikladoch sme videli, Ze niektoré funkcie Laplaceov obraz maju a niektoré ho naopak
nemaju. Staci, aby neboli splnené podmienky v ostatnych prikladoch a nevlastny integral diverguje a tym
padom, podla definicie, Laplaceov obraz neexistuje. Nds budu prirodzene zaujimat funkcie, ktoré st
integrovatelné a tento obraz majd. Takéto funkcie budeme nazyvat predmet (niekedy tiez vzor alebo
originl) $tandardného typu.
Definicia 10.1.2 — Laplaceov predmet standardného typu. Nech redlna funkcia f (r) : R D
Dy — R splha nasledujtce vlastnosti:
L f(t)jenat € [0,00) po castiach spojitd,
2. f(t) =0prekazdét <O,
3. existuje M € Ry také, ze pre vietky ¢ € [0, 00) plati

[f ()] < Me™.

Potom funkciu f (t) nazyvame Laplaceov predmet standardnébo typu.
Triedu vsetkych takychto funkcif ozna¢ujeme D o.
Redlne &slo so = inf{s € R | IM € R, € R:|f (¢)| < Me"} sa nazyva exponent rastu funkcie

f({t) €Dy

R Prefunkdcie f (t) € Dy ohranitenénat € R je sp < 0, pre neohranicené s > 0.
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|~ e
0, Rep > s,~

[

N

\ 4
Obr. 10.1.1: Polrovina Re p > s¢
p) S prihliadnutim na vlastnost 2. poslednej definicie budeme v nasledujicom funkciou f () € D &

chdpat redlnu funkciu g (1) : R - R, g (t) = f(¢) - H (¢), pricom symbol Heavisideovej funkcie
budeme dalej pre jednoduchost vynechivat.

Veta 10.1.1 — O Laplaceovom predmete standardného typu. Nech f () € D & je Laplaceov
predmet $tandardného typu s exponentom (indexom) rastu s.
Potom existuje Laplaceov obraz

oo

2O} =F(p) = [ £y

0

afunkcia F (p) : C D D — Cje na polrovine Re p > s holomorfn4.

Dékaz. Najskor ukdzeme absolutnu konvergenciu integralu na polrovine Re p > s¢. Funkcia f (1) €
D g,atedapret € [0,0) plati

|f(t)-e*1”‘ <M-e% e ‘e—jcoz‘ — Me —(s—so)t

Pres =Rep > 59 je

7 —(s—s0)t ¢ —(s—s0)a 0 1
/ e (=50 gr = lim [e)] — —lim S b=
0

a—eo | — (s — 50 a—e  §— S0 s—So S—So

odkial porovnévacim kritériom dostdvame

oo

[1r@-emars 2,

s — 50
0

a teda integril je na Re p > s rovhomerne konvergentny a Laplaceov obraz F (p) je svojim predpisom
jednoznacne urceny.

Pozrime sa teraz na holomorfnost funkcie F (p). Funkcia @ (t,p) : t — f(t)e 7, kder € [0,00) ap €
Q= {peC|Rep > sy} je prikazdom pevnom 7 z [0,0) holomorfnou funkciou premennej p a plati

0 d
LD 2 (e ") =-1r (e

Dalej je @ (¢, p) po Castiach spojita funkcia premennej 7 € [0,00) pre kazdé p € Q a zéroven je spojitd
funkcia premennej p € Q pre kazdé s € [0,00) aintegrdl [ ¢ (¢, p) df konverguje pre lubovolné p € Q.
0
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Tym padom je funkcia F (p) : Q — C definovand predpisom

oo

F(p)= [ £(0)-ear

0

v oblasti £ holomorfn4 a plati

F'(p) = —/tf(t) e Pdr.
0
|

Désledok 10.1.2 — Nutna podmienka pre Laplaceov obraz. Nech f (1) e Dya L {f (1)} =
F (p) je jej Laplaceov obraz.
Potom plati

lim F(p)=0.

Rep—oo

Dékaz. Pri ddkaze Vety 10.1.1 sme pouzili odhad

F(p)|= e P|dr <
F (p) !V@e o< =
kde pre s = Re p — oo plati

. M
lim
S§—o0 5§ — 50

=0,

odkial vyplyva dokazované tvrdenie. [ |

Vlastnosti Laplaceovej transformdcie

V tejto podkapitole sa budeme zaoberat zikladnymi vlastnostami Laplaceovej transformécie. Formulujeme
vety, ktoré budu zdkladnym stavebnym kamenom pre operitorovy pocet a uvedieme cely rad prikla-
dov na ich ilustrdciu. Tieto priklady nim poskytnu velké mnozstvo obrazov funkcif, ktoré su dolezité
a pouzivané v praxi.

Veta 10.2.1 — Linearita. Nech f; (t) € D ¢ sexponentom rastu sy € R, nech Z { fi (1)} = Fx (p),
Fi(p): % —C,Qr={peC|Rep>si}tanechcy € Cprek=1,2,...,n.
Potom

f{ickfk(f)} = Zn:Cka(P),
k=1 k=1

naoblasti F (p) : Q@ - C,Q={p € C|Rep >max{si,s2,...,8:}}-

Dékaz. Z vlastnosti integralu hned vyplyva

x{i@ﬁ@}=/<fqﬁm)aﬁm=fq/ﬁ@eszi@n@»
k=1 k=1 k=1 0 k=1

0
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n Priklad 10.4 N4jdime Laplaceov obraz funkcie
f@t) =k,
kdek € R, 1 € (0,00).

Vyuzijeme vysledok Prikladu 10.1 0 obraze Heavisideovej funkcie a Vetu 10.2.1 0 linearite Laplaceovej
transformdcie. Potom

F(p)=21{k}=2{k-Ht)} =k- L {H(1)} =k- :1’;

SR

v oblasti Re p > 0. "
» Priklad 10.5 Néjdime Laplaceov obraz funkcie

f(t) =sinbt,
kdeb € R, b #£0,1 € (0,00).

Funkciu f (¢) si prepiSeme pomocou Eulerovho vzorca a pouzijeme vysledok Prikladu 10.2, teda

1 /. . 1 . 1 .

— . _ - jbt _ —jbt — jbr { & —jbt

F(p) = < {sinbt} z{zj (e e )} ij{e } zjz{e }
o ( 1 1 >_1p+jbp+jb_ 1 2jb b

2 \p—ib p+ib) 2 p+b* 2 P42 pr+b?

v oblasti Re p > 0. "
a Priklad 10.6 Niéjdime Laplaceov obraz funkcie

f(t) =cosbr,
kdeb € R,b#0,t € (0,0).

Obdobne ako vyssie mame

P = 2ot =2 {3 (e ) =g o)y {e)
L1 I Ip+ibt+p—ib _ p
= 3 — + - = = —
2\p—jb p+jb) 2 pP+b? FEw
v oblasti Re p > 0. ]

p ) Podobne by sme nasli Laplaceove obrazy hyperbolickych funkecii

b
P2_b2
_r
Py

% {sinhbt}

Z{coshbt} =

kdeb € R,b#0,t € (0,00), voblastiRe p > |b|.
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m Priklad 10.7 N4jdime Laplaceov obraz funkcie
f(t) =sin®bt,
kdeb e R,b#0,t € (0,0).

Pouzijeme vztah pre mocninu goniometrickej funkcie, odkial mdme

1— 2 1 1 1/1
2gsiwer) — 2{ PP g [ o = (-
2 2 2 2\p p2+(2b)
1p?+4° —p* 2P
2 p(p*+4b%)  p(p*+4p?)
v oblasti Re p > 0. "
m Priklad 10.8 Ni4jdime Laplaceov obraz funkcie
f(t) =cos? bt,
kdeb e R,b#0,t € (0,00).

Opit s pouzitim vzorca pre druhtt mocninu goniometrickej funkcie dostavame
Llcos?atl = LS+ -FLlcos2tl=-|-—+—F _|=-2—"" "2
{ } {2} 2 { } 2 <p p2+(2b)2 2 p(p*+4p2)
2
p(p*+4b?)
v oblasti Re p > 0. "

p ) Podobne by sme odvodili Laplaceove obrazy druhych mocnin hyperbolickych funkcif. Pre ich
druhé mocniny plati

Ginhls — cosh (27) — 1 ’
2
cosh?f  — cosh (27)+1
= —
Analogicky by sme dospeli k zdverom, pre b € R, b # 0,1 € (0,0)
2b?

Llsinh’bt} = ——

{sinkbr} p(p*—4b%)’

2 2
. p-—2b
Wbl = —5—

A {sm } (=45

voblastiRep > 21b|.

Veta 10.2.2 — Derivovanie origindlu. 1. Nech f(f) € Dy je spojitd na (0,00), dalej nech
Z{f (1)} =F (p)anech f'(t) € Dg.

Potom
Z{f )y =p-F(p)—r(0"),

kde £ (0%) = lim /(1)
2. Nech funkdie f (¢), f' (t) € Dy, nech Z {f (1)} = F (p) anech £~V (¢) je spojita na (0, o).
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Potom
2{f @0} =p"F(p) = (07) = p" 2 (0F) == £V (0),

kde f® (01) :tlilgf<k> (t)prek=1,2,...,n—1.

Dékaz. 1. Integriciou per partes dostdvame
(oo}

oo

Z{f 1)} = /f’(t)e_p’dt: lim [f(z)e—f”]g+p/f(z)e—ﬂfdt
0

a—roo
0

I—re0 t—0*

— limf(t)e " — lim f(1)e " —i—p/f(t)e*”’dt
0

= limf(¢t)e " — lim f(t)+p/f(t)e*p’dt.

t—poo t—0t
0

Tak, ako sme uz ukdzali, zrejme plati
‘f(l) efpt‘ < Mesotefst _ Mef(sfso)t’
odkial pre s > s¢ je

lim Me ~—%) = 0,

t—ro0

aaj

lim f (t)e ™" =0.

t—ro0

Preto plati
L0} == lim f()+p-F (p),

¢o je tvrdenim prvej Casti vety.
2. Druhi ¢ast tvrdenia vyplyva z prvej metéddou tplnej indukcie.

Désledok 10.2.3 Ak f(f) € Dy je spojitd na R, potom plati
Z{f )} = p-Fp),
2{f"0} = pFp).

Dékaz. Ak je funkcia spojitd na celej mnozine redlnych ¢isel a zéroven je Laplaceov predmet $tandard-
ného typu, musi platit

lim £® (1) = lim O 1) = 1im f0 (1) = 0.

t—0t t—0~
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Veta 10.2.4 — Integrovanie origindlu. Nech f (1) € Dy anech Z{f(t)} =F (p).
t

Potom aj funkcia g : t — [ f (u) du patri do D_¢ a pre jej Laplaceov obraz plati
0

2{s0) =21 [y ="
0

Dékaz. Tym, 7e f (t) € Dy, bude aj funkcia g (t) splhat vlastnost 1. a 2. Definicie 10.1.2. Presvedéime
sa, ze i funkcia g (¢) vyhovuje vlastnosti 3. pre Laplaceov predmet §tandardného typu.
Pret € R plati

' t ' el i
lg (1) = /f(u)du g/]f(u)]dugM/eSO“du:M{ } =— (e —1).
50 1o S0
0 0 0

Samotné tvrdenie vety odvodime z Désledku 10.2.3, kedZe zrejme

li =l

Jig (1) = i / t
a teda bude platit

Z{e )} =Z{f 1)} =pG(p),
kde Z{g (1)} = G(p). Odkial uz lahko vyjadrime

1
G(p)=—-F(p).
() . (p)
» Priklad 10.9 Néjdime Laplaceov obraz funkcie
ft)=1r",
kde n € N*.

Pouzijuc vysledok Prikladu r0.1 postupne dostdvame

1
ZL{H(t = —
{H(r)} p
’ 111
Hu)du p = ZL{t}=—-—-=—,
/<> } ==
/ 111
_ ey _ L1 _ 1
O/Mdu} = .;2”{ } PRt
u? 3 11 1
o O/zd”} = 2{35t =y
m . 1
f{;} - pn+1
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Odkial lahko odvodime
1 n 1 n n!
ag{t}:anrl = g{t}:W
v oblasti Re p > 0. "

Veta 10.2.5 — Derivovanie obrazu. Nech f (1) € Dy, nech Z{f ()} = F (p) anechn € N*
je pevné &islo.
Potom plati

_d"F(p)

2L 0} =F () = S

Dékaz. V dokaze Vety 10.1.1 sme dokézali, Ze pre funkciu f (t) € D¢ v oblasti Re p > s plati

F'(p) = —/tf(t) e Plde,
0

teda mdme platnost tvrdenia vety pre n = 1
LA{-tf()y =F'(p).

Matematickou indukciou dokdzeme platnost pre kazdé n € N*. Nech
2{=0 r 0} =F0 (),

potom plati

20 )= g (FU ) = ).

Teda

LA f 0y =F" (p).

n Priklad 10.10 N4jdime Laplaceov obraz funkcie
f(t)=t-sinbt,
kdeb e R, b #£0.

Z Prikladu 10.5 vieme, Ze obraz funkcie f (1) = sinbt je

b

ZL{sinbt} = ———
{Sln } p2+b27

preto zrejme

. d b d -
ZL{t-sinbt} = “a (M> - “a (b- (p2+b2) 1) _

2bp
(P2 +b2)°

v oblasti Re p > 0. "
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m Priklad 10.11 Ni4jdime Laplaceov obraz funkcie
f(t)=t-cosbt,
kdeb € R, b # 0.

V Priklade 10.6 sme ur¢ili obraz funkcie f (f) = cos bt

4

ZLA{cotht} = ———
{CO t} p2+b2,

preto zrejme

(2 b272 2 2_b2
f{t'sinbt}——d< p >_ (P*+ p): P

dp \ p*+b? (P> +b2)° (P2 +b2)°
v oblasti Re p > 0. "
n Priklad 10.12 N4jdime Laplaceov obraz funkcie
f(t) =t" 'ekta

kden € N*, k€ C.

V Priklade 10.2 sme odvodili pre Re p > Rek

1
kt |

f{e }_ p—k’

odkial
d” 1 (-1)"-n! n!
LA(—1)" el = < >: = Ll =
{( ) } dpn p_k (p_k)n+l { } (p_k)n+l

v oblasti Re p > Rek. "

Veta 10.2.6 — Integrovanie obrazu. Nech f (1) € Dy,nech £ {f (t)} = F (p) anechsp € R>g
je exponent (index) rastu funkcie f (z).

Nech funkcia g : @ € D¢ ajej exponent (index) rastu je 51 € R0, kde 51 > s0.
Dalej nech nevlastny integral

/F@&

p

po Iubovolneji neohranicenej krivke zaéinajiicej v bode p aleziacej v oblastiRe p > 51 > 5o konverguje.
Potom plati

z{ﬁ”}:jm@m

Dékaz. Oznalime & {@} = G(p). Podla Vety 10.1.1 je funkcia G (p) v oblasti Rep > s; holo-

morfn4, a teda existuje jej derivacia. Plati f (1) =1- @ apret € (0,00) podla Vety 10.2.5je Z{f (1)} =
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—G'(p) = F(p). Preto funkcia —G’ (p) je v oblasti Re p > s1 > s¢ primitivnou funkciou funkcie
F (p). Tym paddom plati pre integral funkcie F (p) po lubovolnej po ¢astiach hladkej krivke celej leZiacej
v oblastiRe p > 51 > s¢ spdjajucej body pag
q
[F@a=G(p)-6).
p

Okrem toho, kedZe g : 0 ¢ D ¢, je podla Désledku 10.1.2 (Nutnd podmienka Laplaceovho obrazu)

t

lim G(q)=0.

Reg—roo

A teda plati
t (e}
éf{fg)} =G(p)= /F(z)dz.
p
|
n Priklad 10.13 Ni4jdime Laplaceov obraz funkcie
sint
fo)=—
t

Uz sme poutzili vysledok Prikladu 10.5

LAsint} = ———

foinr} = 1
tize pre obraz funkcie f () = S zrejme platf
sint T ) a ) T
< { t} = / mdz = C}grolo [arctanz]), = ;glgo arctana —arctanp = — — arctan p
p
= arccotp

v oblasti Re p > 0. "

Veta 10.2.7 — Prva limitnd. Nech f(7), f' (t) € Dy, nech Z{f (1)} = F (p) a nech f (1) je
spojitd na intervale (0, ).
Potom plati

lim pF (p) = lim f(r) = f(0").

p—r t—07t

Dékaz. Z Vety 10.2.2 0 derivovani originilu plati
Z{f' )} =p-F(p)—rf(07).

Dalej na ziklade Désledku 10.1.2 musi pren ako pre obraz Laplaceovho $tandardného predmetu platit
. . - + —
lim (p-F(p) = f(0)) =0.
Odkial dostaneme pozadované tvrdenie

lim pF (p) = £ (07).
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Veta 10.2.8 — Druhd limitnd. Nech f (1), f' (t) € D.¢, nech L {f (t)} = F (p) anech f (¢) je
spojitd na intervale (0, 00).
Potom, ak existuje kone¢nd th_}m f(t) # oo, plati

lim pF (p) = .
Bl () = o 7 )

Dékaz. Opit z Vety 10.2.2 0 derivovani origindlu
Z{f' )} =p-F(p)—rf(07).

Teda podla definicie Laplaceovej transformécie mame
2Oy = [0 d=p-F(p) - £(07).
0

Taktiez

oo

lim/f e Pdr = limf’ (t)-e~Pdr.
p—0

p—0

Potom

oo

lim (p-F ()= £ (0°)) = [ ')t = [ (1)} = fim £ (1) = £ (0°).

p—0 [—oo
0
odkial, pri predpoklade konecnosti limity tll)m f () # oo, dostdvame

lim pF (p) = lim f (¢).
p—0

t—o0

Veta 10.2.9 — Podobnost. Nech f (1) € Dy, nech Z{f (t)} = F (p) anech k € R>( je dané
dslo.
Potom aj funkcia g : t — f (kt) patri do D ¢ a pre jej Laplaceov obraz plati

2{f )y = F (2).

Dékaz. Do vztahu definicie Laplaceovej transformiécie zavedieme substitdciu u = kt

u=kt

L{f (k)} = / F(kt)e s = / o /:,i/mfm)eprdu:iF(’;).
0

n Priklad 10.14 Ni4jdime Laplaceov obraz funkcie

t
ft)=cos—,
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kdea € Rzo.

Na zéklade vysledku Prikladu 10.6 a Vety 10.2.9 0 podobnosti mame

t 1 1 2
f{cos}zf{cost}:1~ af = zazp — p1
a a ¢ (ap)y+1 ap+1 pio;

v oblasti Re p > 0. "

Veta 10.2.10 — Posunutie argumentu. Nech f (1) € D.g,nech £ {f (t)} = F (p) anechje dané
dislo T € Rxo.
Potom f(t —7) € Dy a f(t+7) € Dy aplat

L{ft-1)} = e "-F(p),

T

Z{f 40} = e |Fp)= [ £ e

0

Dékaz. Lahko sa presvedc¢ime, ze obe funkcie splnaja vlastnosti 1., 2. az 3. Definicie 10.1.2. Overime teda
obe tvrdenia na zéklade definicie Laplaceovej transformdcie, t. j.

w=t—7T
g{f(l‘—’r)} = /f(t_f)eptdt:/ . dWO:dl‘O0 :/f(w)efp(ﬂrw)dw
0 -7

—T

0 oo
= e /f(w)efpwdw—i—/f(w)e*pwdw =e PF(p).
“r 0
=04 Def. 10.1.2: vl. 2.
Druhé tvrdenie dokazujeme podobnym spdsobom
=t+7
dw dr

L{f+1) = /f(t+1'e P — / /
0

— e /f(w)e—Pde—/f(w)e—Pde — e F(p)—/f(t)e_p’dt
0 —T

0

ye PE W dy

= Priklad 10.15 Niéjdime Laplaceov obraz funkcie

0, pret¢a,b],
f(t)=4 % pret=ant=b,
k, prete(a,b).

Funkciu tohto typu (tzv. skokova funkcia) je vhodné si prepisat pouzitim Heavisideovej funkcie

f(t)=k-H(t—a)—k-H(t—Db).
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Yo
k|--0—90
N S
0 a b o,
\/
Obr. 10.2.1: K Prikladu 10.15
Laplaceov obraz tejto funkcie uréime podla prvého tvrdenia Vety 10.2.10 a vysledku Prikladu 10.1
L{ft)y = L{kH(t—a)—kH(t—b)}=kZL{H({t—a)}—kZL{H(t—b)}
1 1k
= ke WP— _fe P == (e_“” —e_b”>
p p p
v oblasti Re p > 0. "

» Priklad 10.16 Niéjdime Laplaceov obraz funkcie
(t+2)%, pret >0,

fi)y=4¢ 2, pret =0,
0, pret <O0.

[ =(@+2y

A

Obr. 10.2.2: K Prikladu 10.16

Z Prikladu 10.9 dostdvame
2
2 ==,
(=2
a teda podla druhého tvrdenia Vety 10.2.10 0 posunuti argumentu platf

p3

2
.,2”{(;+2)2} = e’ 3—/t2e*”’dt
0
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Integral v zdtvorke si vypocitame zvldst, a teda
2

Z u=r=* u =2t e 1% 2
/tze_p’dt = - ot = [—tz ] —i-f/te_’”dt
5 vV =¢ v:fp p 0 po

—462P+2/ u=t =1 /
= - | —a—pt e
p p Vi=e v="=

e 2 [re1% 2 7
= +[ ] +—/e_’”dt
—p p

p p 0 5
—de W de ¥ 2 [e P’] Pde 4em 2e7W 2
p P prl-rl, p p? p P

Odkial pre hladany obraz funkcie f(r) dostdvame

2

2 4 4 2
L(r+2)* = ——/tze_ptdt :(++):$ >+ 444
{( )} p3 / p r P { }

v oblasti Re p > 0.
Viimnime si, Ze totozny vysledok dostdvame, ak funkciu f (¢) upravime rozndsobenim

4 4

g{(z+2)2} = L{ +4r+4} :;+p2+p,

Veta 10.2.11 — O obraze periodického origindlu. Nech f(f) € D¢ je periodickd funkcia
s periédou T € R+.
Potom plati

T
LU = =gy [ 0 -e7ar

0

Dékaz. Podla definicie Laplaceovej transformicie je

oo

T oo
2wy = Fo)= [ e ra= [foeras [ e ra
0 T

0

T ) T oo

= / f(t)e Pde+ / fle+T)e P+ dr = / f(t)e Pde+ / ft)e e Pldr
——
0 =/ 0 0

T oo T
- /f(t)e_p’dt+e_pT/f(t)e_’”dt:/f(t)e_’”dt—l—e_”T-F(p),

0 0 0

odkial dostdvame

1

T
LAY =F(p) = 1— 7 [ Fl)e e
0
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m Priklad 10.17 Niéjdime Laplaceov obraz periodickej funkcie

sint, pret € 2nmw,(2n+1)7],n €N,

f()

0, inde.

O

S
| /\
27 3m

Obr.10.2.3: K Prikladu 10.17

:%(sinﬂr(—lsintl)

Funkcia f (¢) je periodickou funkciou a jej periédou je T = 2. Nenulovou je vSak iba na parnych ni-
sobkoch intervalu [0, 7], v§ade inde je identicky rovnd nule. Pre jej Laplaceov obraz preto plati

T

2
/sin(t)-e’p’dt—i—/o-e’p’dt
T

0

1

1 —e—27p

2
ZL{f)} l_el_m,,/f(f>eptdf:
0

u=sint u =cost 1 <
= ' o—pt en =— ——sint

Vi=e == 1—e—=7p p 0

—_——
=0
— — 4 —pt T A——

u=cost u = —sint 1 [e p e P d
= I e nt = 5 5 Cost| — 5— sinzdt

[ I—e=w \l-p o 5 P

Z danej rovnosti ndm pre hladany integral vyplyva rovnost

1 | 1\ 7 Py e M
m +? 0/sm(t)-e r = 1—672”[’ p2 cost|
1 1\ 7
p LDt _
" ( ps )0/sm(t) e P'dr = 1—6—2”1’( p2 2),
1 pP+1 T —pt e M+1 2
p=—rr ps /sm(t).e d = 1_6727117 /.p
0
1 7 1 1
- 2 : Pt - - —pT .
[—e 27 (p +1)0/s1n(t) e Pdr [ o270 (e7P"+1), /p2—|—1
17 1 | 4eP7
e
in(t)-e Pdr =
l—e_zﬂl’o/sm() ¢ pr+1(1+er7)(1—e—Prr)’
17 | |
. e Dl - -
1_e*2ﬂp/sm(t) e Pdr 11 e
0
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A teda Laplaceov obraz zadanej funkcie je

T
1 1 1
_ . ¥
jf{f@)}_-l_CAQMt/SHMﬂ eI =
0

v oblasti Re p > 0. "

m Priklad 10.18 Niéjdime Laplaceov obraz periodickej funkcie

£(t) = cosb

kde b € R.

Oy

1) = |cos bt

A

0 n nm 3n 2n 0
2b b 2b b

Obr. 10.2.4: K Prikladu 10.18

Dani funkcia je periodickou funkciou s peridédou T = % a pre jej Laplaceov obraz bude teda platit

5 5
1 1
Z{|cosbt|} = ﬁ/f(t)efptdt: — /cos(bt)-e*‘”dt
1l—e 1—e b
0
/u:cosbt u’:—bsinbt/
= ! A—pt _e”
VvVi=e V="~
1 e M b i
= — [ cosbt] —f/e_”’ sinbt
1—e 4 o P
0
/u:sinbt u’:bcosbt/
= ! A—pt _ e
Vi=e v="~
1 e’ 1 b Jen o g
= =T (—)+——— [ sinbt} +f/e_p’cosbtdt
l—ed | —p p p|L-p o Pl
—_———
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odkial
L 1l+e7’ b2
e
7,”/008 (bt)- e P'dt = — - —2/ “Plcosbrdt,
l—e™& Pl—e
0 0
Py 1 114e
<1+2>,,/cos(bt)-ep’dt = - +efip,
V4 1—e Pl—e
b _ap
1 1 b
— /cos(bt)'e*ptdt = 2p 5 +e,ip.
1_eT0 pe+b 1 e

HIadany Laplaceov obraz teda je

2
p l+es p p

A bt|} = = th —
{|cosbt|} pz_‘_bzl_ef;’w P2+ b2 co 2b

v oblasti Re p > 0. "

Veta 10.2.12 — O ,Himeni* origindlu. Nech f (1) € Dy a L{f(t)} = F (p) anech o € Cje
dané &slo.
Potom plati

Z{e" ()} =F(p—a).

Dékaz. Z definicie Laplaceovej transformdcie dostdvame

L{ef (1)) = /O“f fe Pdi — /f (-4 — F (p—a).

n Priklad 10.19 Ni4jdime Laplaceov obraz funkcie
f(t) = sin®bt,
kdeb e R, b #0.

Laplaceov obraz tejto funkcie sme uz nasli v Priklade 10.7, teraz sa vSak pozrieme na problematiku inou

optikou. Upravme

Z{sin*bt} = Z{(sinbt)(sinbt)} = .,Sf{ % (er’ ejbt>-sinbt}

1 : : 1 b b
= —,.f{(er’sinbt—e_Jb’smbt)} 5 - )
2] 2 \(p—jb)>+b2 (p+jb)’+b?

_1( b b >_1 42w
C 24 \pP—i2pb  pP+i2pb) 2 pP+4bp  p(pP+4b?)

v oblasti Re p > 0, ¢o je v zhode s vysledkom Prikladu 10.7. "
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n Priklad 10.20 N4jdime Laplaceov obraz funkcie
f(t) =sinbt coshbt,

kdeb € C,b #0.

Podobne ako v predchddzajicom priklade

1/ . : 1 /. :
Z {sinbtcoshbt} = 3{2, (elbt —eﬂbl> .coshbt} =5 (elbt coshbt —e 3% coshbt)
J J

1( p—ijb p+ijb ) b (p?+26%)

25\ (p—ib)?—p> (p+ijb) —p? pt+4b

v oblasti Re p > 0. "

R Jednoduchym spésobom by sme odvodili obrazy nasledujtcich ,,tlmenych® funkecii.

Obraz ,tlmenej“ mocninovej funkcie je

n!

j{eattn} = (p_ a)n+1 )

voblastiRe p > Rea, kde o € C, n € N*,

Obrazy ,,tlmenych® goniometrickych funkcif sa

b
L{e¥sinbt} = —5—,
(p—a) +b?
ZL{e¥cosbt} = %,
(p—a) +b?

voblastiRep >Rea,kdeax € C,b e R, b # 0.
Obrazy ,,tlmenych® hyperbolickych funkcif sa

Z{e*sinhbr} = +,
(p—oa)” —b?

—a
ZLle%coshbt! = pi’
{ } (p_ a)Z _ bz

voblastiRe p > max{a+b,a —b},kde o,b € R, b # 0.

V predchidzajucej kapitole venujticej sa Fourierovej transformacii sme si definovali konvolu¢ny sucin
funkcii. Takisto v pripade Laplaceovej transformécie bude mat toto zobrazenie ddlezity vyznam, kedze
ndm déva odpoved na otdzku, comu zodpovedd jednoduchy stcin obrazov funkcif na strane ich originalov.
V pripade Laplaceovej transformdicie musime v$ak tito definiciu do istej miery upravit a to nasledujicim
spdsobom.

Pri Laplaceovej transformdcii s funkcie zdpornej premennej identicky rovné nule, t.j. f (t — 7) = 0 pre
t—1<0& T>tatiezg (1) =0pret <O0.

Definicia 10.2.1 — Konvoluény sucin pre Laplaceovu transformdaciu. Nech f (1) € Dy
anechg(t) € Dg.
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Potom konvolu¢ny stcin tychto dvoch funkcii je

(F+8)( /ft— g(dr= [ f(1=1)-5(e)dr
0

p) I takto definovand konvoldcia funkcif ma vlastnosti vyplyvajice z vlastnostf urcitého integrélu,
ktoré sme si dokdzali pri Fourierovej transformdcii, teda komutativnost, asociativnost a distribu-
tivnost vzhladom na s¢itanie. Ich dékaz by bol analogicky.

m Priklad 10.21 Ni4jdime konvolué¢ny sticin funkcif patriacich do D »:
. f(t)=e', g(t) =sint,

2. f(t)=e', g(t) = cost,

3. f(t)=cost, g(t) = cost

4. f()=1g8(t)=e", aeC,

s. f(t)= smbt g(t) =sinbt, b € C\ {0}.

1. Podla definicie
t
: /
u=sinT u =cost
. l‘_/r .
expx*sin) (t) = e 'sintdt = -1
exprsing () = [ Vsl
0

l .
. u=cos?T u =—sint
= [—e' Tsint] —|— e’ Tcostdr = P et
VvV =¢ V= —_
0

t
t -7

. _ t _ .
= —s1nt—[e Tcosﬂo—/e sintdz
0
t
= —sint—cost+et—/et_fsin‘cdr.

0
Odkial zrejme plati

t
(exp#sin) (t) = /e"’ -sintdt = % (—sint —cost +¢').
0

2. Ekvivalentnym postupom

t .
u=cost u =-—sint
(expxcos)(t) = /et COS‘CdT—/ e oi—t /
0

V=e V=

u=sinT u =cosT
e Tsintdr = P e
Vi=e V=

t
_ . t _
= —cost+et+[e’ Tsmﬂo—/et Tcostdt
0

= [—’ cos’L’

o\

t
= —cost+et+sint—/etffcos’cdr.
0
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Odkial pre konvoluény sucin plati

(—cost+e' +sinr).

N —

t
(expx*cos) (t) = /e’_f-cos tdt =
0

3. Takisto podla definicie
t

(cos*cos)(t) = /cos(t—f)cosfd'v—/cosacosﬁ—;(cos(a—ﬁ)+cos(a+ﬁ))/
0
1 11 f
= f/(cos(t—2r)—|—cost)d7::f [—sin(r—Zf)—i—rcost}
2 2|2 .
1 1, . . 1 .
= 3 (—2(31 (—t)—smt)—Hcost) zi(tcost—ksmt).
4. Podobne
t
u=t—17 u=-1
(fxg)t) = /(t_f)'eardfz/ V= e @t v_e””/
0 - T

t
{— at ! art t
o 0 o o

0 o Jo
5. Obdobne ako v 3. pripade
t
1
(fxg)(t) = /sinb(t—r)-sinbtd’v:/sinasinﬁ:2(cos(a—ﬁ)—cos(a+ﬁ))/
0
t
1 1 [sinb(t—2 '
= /f(cosb(t—2r)—cosbt)drzf M—Tcosbt
/2 2|7 —2b .
1 sinb(—t)_sinbt_tcosbt _ sinbt  tcosbt
o2\ -2 —2b 2 2

Veta 10.2.13 — Borelova veta. Nech f(7),g(t) € Dy, anech £ {f(t)} = F(p) v oblasti
Rep >s1a.Z{g(t)} = G(p) voblasti Rep > s;, kde 51 a 52 st exponenty (indexy) rastu funkcif

f(t)ag).
Potom aj (f *g) (t) € Dy a plati

Z{(f*8) 1)} =F(p)-G(p)

v oblasti Re p > max {s1,s2}.

Dékaz. Oznaéme si konvoluént funkciu k (t) = (f * g) (t). Tito funkcia zrejme splita vlastnosti 1. a 2.
Vety 10.1.1 pre origindl Laplaceovej transformécie. Pre t € (0, c0) dokdzeme vlastnost 3. Zrejme

t t ‘
k)l =| [ re-vgmar < [Ife-D)llg()lde < [Men ez,
0 0 0
Nech 51 > 57 a oznaéime My = My - M>, potom
'
\k(t)] SMO/eme—(srsz)rdT <M0teslt ZMOtefme(s‘ ,a)t’
0
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kde a € R+ je lubovolné kladné &slo.

Jedinym maximom funkcie 1 — More na [0,e0) je M > 0, preto pre vietky € [0,00) plarf |k (z)] <
Me 1= odkial [k (¢)| < Me*". Tym padom splia funkcia k (1) = (f * g) (¢) vlastnost 3. Vety 10.1.1
apretok(t) € Dg.

Overime platnost tvrdenia vety, ako zvycajne v ostatnych ddkazoch budeme vychédzat priamo z definicie
obrazu Laplaceovej transformdcie. Potom

((Fxg) (1)} = //ft—r 7)dt | e P,

¢o je dvojndsobny integral cez oblast
Q={(t,7) eR?|1€[0,0),T€[0,1]},

ktory je absoltatne konvergentny v oblasti Re p > s1 > 2, podla Vety 10.1.1, ¢o sme dokdzali v prvej Casti
dokazu. St teda splnené predpoklady na zimenu poradia integrovania v oblasti

Obr. 10.2.5: K Dékazu Borelovej vety 10.18

Q={(1,) eR?|T€[0,),1 € [1,)},

¢m dostivame

oo

2{r+90} = [s@de [ft-nera
0 T

w=t—71T -
_ / tdWT dloo / ’L’/f(W)Cip(TJrW)dW
wi 0 oo 0

Veta 10.2.14 — Duhamelov vzorec. Nech f (), f'(¢),g(t) € Dy, nech Z{f(¢)} = F (p),
Z{g(t)} =G (p) anech tli%1+ =7(0") <oo.

Potom plati

PF(p)G(p)=2L{f(07)g(t)+ (f *8) (1)}
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Dékaz. Vyjadrime si satin pF (p) G (p) nasledujticim spésobom

pF (p)G(p)=| pPF(p)—f(0%) | G(p)+f(07) G(p).
—_— ——
L{f(1)}, Veta 1022 ZL{g(1)}

Pouzitim Borelovej vety dostdvame

(oF (1)~ £ (07)) G () = Z{('+8) 0} = [ £/t~ D)g(D)ae.

Odkial uz vyplyva tvrdenie dokazovanej vety. [ |

R Duhamelov vzorec sa nickedy uvddza v tvare
ZLAApF(p)G(p)y = f(07)g()+(f *g) ()
= f(07)g() +/f’(t—f)g(f)df
0

= FON)e+ [ £ (@)gl-1)de.

0

m Priklad 10.22 Pouzitim Borelovej vety alebo Duhamelovho vzorca ndjdime origindl f (¢) Laplaceovych
obrazov F (p) v oblastiach, v ktorych st definované:

2
I F(p)z(p;;])z,
_ 1
2 Fp) =gy
3' F(p) = pz(p,3)7
2
4 F(p)= (pzibz)z,kdebeR,
2
5. F(P) = 5oz

1. Obraz rozpiSeme na sicin elementrnych funkcii, pricom originilom stc¢inu funkcif bude podla
Borelovej vety ich konvolucia (vyuzZijeme vysledok Prikladu 10.21 - 3.)

P (R R

1
= (cosxcos)(t) = 3 (tcost +sint).

2. Podobne pri vyuziti vysledku Prikladu 10.21 - 1.
1 1 1
L4 ——— = L4 —"- = (exp=sin) (¢
{o=nern) L L0

(—sint —cost +¢').

| —

3. Vyuzijeme vysledok Prikladu 10.21 - 4.

1 _ i 1 _ 3
=i R e SR

(e¥—3t—1).

Oo| —
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4. Naziklade vysledku Prikladu 10.21 - 5.

b? b b inbt  tcosbt
Lo sy =2 { ) 2} = sinbt x sinbt = SInor Tceos )
(p*+b?) p2+b> p*+b 2b 2

5. Pouzitim Duhamelovho vzorca, pre funkcie
1
L{f)}y = Z{e'} :ﬁ:F(P),
Z{g} = ZL{costt=—L—=G(p),

kde plati

I = lime' =1,
Jim (0= lim e

pricom derivicia funkcie je
/ t
() =¢e,
dostdvame, vyuzijic vysledok Prikladu 10.21 - 2.,

zl{w’&m} - g1{ppllp2ljrl}zl-cost+(exp*cos)(z‘)

(cost+e' +sint).

N =

1 -
= cost—i—i(—cost—i-e +sint) =

6. Opit pouzijeme Duhamelov v;orec, pre
20y = 2{5}=5=F .
i)
kde zrejme lim f(¢) = z1—>0+ L =0atdez f' (1) = (%) 2 , z ¢oho po dosadeni

t—0t
t
1
92”1{} = 31{ }:0 sinz + /t—r ) sintdt
p*(p*+1) p* p? +1 )

_ u=(—-1)7° W=-20-1)
- Vv =sint V= —COST

t

Z{g(0)} = ZL{sint} =

9] \

t
—[(t—7)sint]y— /sin Tdt
0

2 .t
= ——[—cost],= 7 Heost — 1.

10.3 Spdtnd Laplaceova transformdcia

Pozornému citatelovi iste neunikol fake, Ze sme sa doteraz vyhli akejkolvek forme definicie pojmu inverznej
Laplaceovej transformdcie. Sice sme v predchddzajucich prikladoch hladali Laplaceove originaly k zadanym
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obrazom, ale i8lo len o vyuzitie dosledku Borelovej vety. Viedol nés k tomu fake, ze celd tito problematika
si vyzaduje isty apardt, ktory by ndm definiciu tejto transformécie umoznil. My sa samotnému dokazu
predmetnej vety skuto¢ne vyhneme, pretoze je na pomery tejto publikdcie prili$ rozsiahly, a obmedzime sa
na jeho nacre.

Je pochopitelné ocakavat, nakolko ide o integralnu transformdciu, ze podobne ako pri Fourierovej trans-
formécii bude i spitnd Laplaceova transformdcia mat integrdlny tvar. Tymto smerom sa bude uberat
i nasa nasledujtca tvaha.

Nech f (t) € Dy md po ¢astiach spojitt derivaciu, nech sg je jej exponent (index) rastu, potom zrejme
pret € R+, pre pevne zvolené p = s +j®, s > 59 a @ € R, pre Laplaceov obraz funkcie f (¢) plati

LAY =F(p)=F (s+j0) = [ (f(B)e ) e "ar
0

Integral na pravej strane je obrazom Fourierovej transformécie funkcie — f (f)e ™ v bode o, teda

F(s+jo)=F{f(1)e "} (w

Teraz pouzijeme vztah pre spitna Fourierovu transforméciu na funkciu f () e =, ¢im dostdvame
—st 1 : j ot
ft)e™ = I F(s+jo)e!”dw
T

pre vietky r > 0. Odkial prendsobenim e* méme

oo

1 o
) =5 /F(s+jco)e“e1“”da).

—o0

Takymto spdsobom sme ziskali integrélne vyjadrenie vzoru f (f) pomocou obrazu F (p). Tento integral
mdzeme interpretovat ako krivkovy integral po priamke Re p = 5. Zvolime najskor vertikdlnu tsecku I'gy
zbodu s —jR do bodu s 4 jR, kde R > 0. Parametrizicia tejto Gsecky je

I'p:y7(0)=s+jo, o € [-R,R].

Integréciou v zmysle uvedenej parametrizicie (zdola nahor) dostdvame

/F(p)e’”dp: /F(s—l—j o)e''e’jdo,
o “R

preto
1 1 i

F ptd — /F : Sl-‘rja)l‘d .

an/ (p)efdp=—— [ F(s+jo)e ®

Limitou R — oo prevedieme integral po tsecke I'g na integral po priamke I're p—s, ktorej parametrizcia
je

TRep—s : V(@) = s+]jt, t € (—o0,00),
¢im dostdvame vztah zndmy ako Riemannov-Mellinov vzorec

s+joo
1 1
= — F Dt — /F pt )
f(t) o / (p)ePdp o (p)ePdp

I Rep=s N _j il
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Na rozdiel od spitnej Fourierovej transformacie vyzaduje predchddzajici vztah integriciu cez kolmicu
na redlnu os. Preto Riemannov-Mellinov vzorec méze sluzit ako ndvod pre vypocet spitnej Laplaceovej
transformdcie, kedy vypocitame integrdl na pravej strane a ndsledne skdskou sa presved¢ime o spravnosti
riefenia. D4 sa ukdzat, Ze tento vztah plati absolttne, ak funkcia F (p) vyhovuje istym podmienkam rastu,
¢o je obsahom nasledujtcej vety, krorej dokaz z dévodov netimerného rozsahu vynechdme.

Veta 10.3.1 — Bromwichova veta. Nech F (p) = F (s+jw) : C D Dr — C je holomorfnd
v polrovine Re p > 5o € R a nech dalej plati
1. integral

oo

/]F(s+ja))]da)

—o0

konverguje pre kazdé s > s,
2. prekazdé p € Mg, kde Mg ={p € C ||p—s0| =R > Ro > 0,Rep > 50} plati

lim F (p) =0.

|p|—eo

Potom pre funkciu f : R — R taku, Ze plati

st
PO = [ lim 70+ lim 79| = 5o fim [ Freran
s—jo
plati
fH)eDy
a takisto
ZL{f(0)}=F(p).
Dékaz. Celé znenie ndjdeme napriklad v Moravéikovej ucebnici [6, s. 285]. |

Definicia 10.3.1 — Spdtna Laplaceova transformdcia. Nech funkcia F (p) vyhovuje pred-

pokladom Bromvichovej vety 10.3.1.
Potom zobrazenie £ : F (p) — f (t) € D¢ definované Riemannovym-Mellinovym vzorcom

s+joo
10 =2 AF 0} =5 [ Fo)erdp
s—joo

sa nazyva spétnd Laplaceova transformdcia.

p) Funkcia F (p) md zvidia na mnozine Re p > 59 kone¢ny pocet izolovanych singulirnych bodov,
a teda pri vypocte integrilu Riemannovho-Mellinovho vzorca budeme moct pouzit Cauchyho
vetu o rezidudch a Jordanovu lemu.

Zodpovedime este jednu vyznamnu vlastnost Laplaceovej transformdcie, a to jednoznaénost.
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Veta 10.3.2 — Lerchova veta. Nech pre dve funkcie f1 (1) € Dy a f> (t) € Dy plati

L{n}=ZL{f()}

Potom skoro vSade na intervale t € [0, o) plati

fi(t) = (1),

to znamend viade, okrem kone¢ného poctu bodov nespojitosti tychto funkeif.

Dékaz. Vyplyva z vlastnosti 1. Definicie 10.1.2 0 originali Laplaceovej transformacie . n

Ako sme sa uz mohli presvedcit pri rieSenych prikladoch, ¢asto vieme néjst origindl k danému Laplace-
ovmu obrazu bez nutnosti pouzitia Riemannovho-Mellinovho vzorca, kedy si vysta¢ime s vlastnostami
Laplaceovej transformdcie, ktoré sme odvodili akiste i s tymto tmyslom. Na takéto urcovanie origindlu
k danému obrazu (a nielen na to) je vyhodné vyuzit slovnik Laplaceovej transformécie, kde st uvedené
prislusné Laplaceove obrazy k najcastejsie sa vyskytujicim vzorom.

Obzvlast takyto postup vyuzijeme pri hladani origindlu pre racionalnu funkciu nezdvislej premennej p.
Podla ndm uz znidmych vlastnosti sa to bude vzdy tykat rydzoracionilnych funkcii. Postupovat budeme
tak, ze si funkciu F (p) rozlozime na sticet elementdrnych (parcidlnych) zlomkov a pouzitim vlastnosti
linearity ndjdeme prislusné originaly.

Slovnik niektorych origindlov a obrazov Laplaceovej transformécie

Origindl (vzor) Obraz Oblast holomorfnosti
F0):O) 5B F(p)=[f()e P

. H@)=1 5 Rep >0

2. H(t—1),7TeR> %e*”’ Rep >0

3. t"neN p;’il Rep >0

4. e% acC ﬁ Rep > Rea

5. t"e®aeC # Rep > Rea

6. L(ev—1),aeC p(pl_a) Rep > max {0,Rea}

7. sinot,w € R pZTww? Rep>0

8. coswtf,weR ﬁ Rep >0

9. sinhbr,beR ﬁ Rep > |b]

10. coshbt,hbeR pszz Rep > |b]

n sin’or,weR p(pzsziaﬂ) Rep >0

2. cos’ot,® €R % Rep >0

3. sinh?br,beR P Rep > |25

14. cosh?bt,b € R #im Rep > |2b|

5. tsinwf,® € R 20 Rep >0

(P +0?)’
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Slovnik niektorych originilov a obrazov Laplaceovej transformacie

16.

I7.
18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.
25.

26.

27.

2.8.

29.

30.

31

32.

33.

34.

35.

36.
37.
38.

39.

Origindl (vzor)
f():(0,00) = R
tcoswt,m € R
edsinot,ac R,w c R
edcoswt,acR,weR
e%sinhbt,a e R,b € R
e%coshbt,ac R,bc R

t"sinwt,n € N*, w € R

t"coswt,n € N, w € R

(B+Aa)e® —(B+Aa)e”
a—b

a,beR, a;«ébABeR
1—coswt,w e R

(I+at)e”,acR

t+1i(1—e¥),aeR

t“ acR,a>—1
pret =0,

é(t):{ 0, pret#0,
wt —coswt,® € R

sinwt — wtcoswt, ® € R

sin wt + wtcos wt, ® € R

cosmt —cosvt, ®,V € R

eMsin(wr+ ), A, 0,0 €R

eMcos (0t + ), A, 0,0 € R

1— be® —ge?

o ‘La,beR, a#b

Jo(at), a € R, Besselova funkcia 1. dr.

at __ . bt
——,a,beR,a#b
l_c;)swt,(l)ER

Lsinot, w e R

Obraz

F(p) = Off (t)e~dr

pZ*(DZ
(P+w?)’
o
(pfa)er(Jo2
pfa
(p—a)”+?
b
(p—a)” 1>
p—a
(p—a)*—b?
nl(p+Hjo)"™*

'—(p—jo)

n+1

2 (p+a?)""!

n!(p+i®)"" +(p-jo)

n+1

2(p*+02)""!

Ap+B
(p—a)(p—b)

wZ
p(p*+0?)

P
(p—a)
P*(p—a)
I'(a+1)

pa+1

2

0)3
P2 (p*+0?)
203
(PP+0?)*
20p?
(P +a?)*
#
(P*+0?)(p*+v?)
wcos p—(p—A)sing

(p—2)* 4?2

(p—A)cos p—@sin @

(=)
ab
p(p—a)(p—b)
1
/P2+ll2

In 2=t
p—a

p+a)
p?

[0
arctan —
p

In

Oblast holomorfnosti

Rep >0
Rep >a
Rep>a
Rep > max{a—b,a+b}
Rep > max{a—b,a+b}
Rep >0

Rep >0

Rep > max{a,b}
Rep >0
Rep >a
Re p > max {0,a}

Rep >0

C

Rep >0

Rep >0

Rep >0

Rep >0
Rep> A
Rep> A

Rep > max{0,a,b}
Rep >0

Rep > max{a,b}
Rep >0

Rep >0

» Priklad 10.23 PouZitim tabulky vzorov a obrazov Laplaceovej transformacie ndjdime original daného

Laplaceovmu obrazu:

241

1 F(P) = s
_ P

2 F( )_ (p>+1)(p*+4p+13)°
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1. Rozlozime funkciu na staéet elementirnych zlomkov

pP+1 A B C D

— ~ 4 + + ,
plp+1)(p+2)(p+3) p p+1 p+2 p+3

F(p)

po prendsobeni menovatelom

PP+l = A(p+1)(p+2)(p+3)+Bp(p+2)(p+3)+Cp(p+1)(p+3)

+Dp(p+1)(p+2).
Nisledne za p dosddzame koreriové ¢initele menovatela funkcie F (p)
p = 0: 1:6A:>A:é7
p = —1: 2=-2B=B=-1,
) = —2: szzc:czg,
p = -3t 10=-6D=D=—".

Funkcia F (p) mé teda po rozklade na elementérne zlomky tvar

11 1 +5 1 51
6p p+l 2p+2 3p+3’

F(p)

Pomocou slovnika origindlov a obrazov Laplaceovej transformdcie ndjdeme original ku tejto funkeii,
krory mé tvar

1 5 5
LAUF (P} =10 = g~ +5e ¥ S,

Funkcia m4 v menovateli len komplexné korene, preto hladime rozklad na elementirne zlomky

vV tvare
2 Ap+B Cp+D
F(p) = L =S P
(P2+1)(p2+4p+13)  p2+1  p>+4p+13
Musi platit
p* = (Ap+B)(p*+4p+13)+(Cp+D)(p*+1)

= Ap’+4Ap*>+13Ap+Bp> +4Bp+13B+Cp* +Cp+ p*D+D
= P (A+C)+p*(4A+B+D)+p(13A+4B+C)+(13B+D),

odkial dostdvame stistavu

P 0=A+C,
P’ 1 =4A+B+D,
pl o 0=13A+4B+C,
o 0=13B+D,
ktorej rieSenim sd koeficienty A = ﬁ, B = Z—S, C= Z—Ol aD= %. Preto dand funkcia mé tvar
2 1,30 o139
F _ P _ 40P~ 10 0P T 5
(p) 2 2 2 2
(PP+1)(pP>+4p+13)  pP+1  pP4dp+13
| —

=(p+2)°+9

1 p 301 —1 p+2 39 2\1 3
= 10,2 40 2 20 2 20720/ 3 2
40p2+1 40p2+1  \40 ) (p12)2+32 \40  40)3(py2)7+32
1 p 301 Lop+2 4 3
40p2+1 40p2+1 40 (p4+2)*4+32 120 (p+2)2+32
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Z ¢oho pouzitim slovnika vzorov a obrazov Laplaceovej transformicie lahko uréime, Ze pre origindl
tejto funkcie plati

1 3 1 41
ZL{F(p)}=f@t)= 20508~ %sint— Ee’”cosSt—i— @672’ sin 3.

Prave uvedeny spdsob hladania origindlu pre dany Laplaceov obraz je sice velmi trividlny, avsak do znaénej
miery obmedzujuci, a to samozrejme stupniom polynému menovatela racionilnej funkcie, ako aj mierou
nésobnosti predovietkym komplexnych korenov.

Preto je ovela vyhodnejsie pouzit jednu z nasledujucich metéd.

Veta 10.3.3 — Prva Heavisideova veta o rozklade. Nech funkcia F (p) : C D Dy — Cje
holomorfnd v bode o0 a nech v nejakom prstencovom okoli bodu o méd Laurentov rozvoj

ag a a a S
F(p):f+f+f+...+ +...= .
p p2 p3 pn+1 r;)anrl

Potom pre vsetky > 0 je rad

)= Y S

|
=0 n:

konvergentny a naviac pre jeho stcet plati

Z{f(®)}=F(p).

Dékaz. Laurentov rozvoj funkcie F (p) konverguje pre %‘ <ReR.y& |p| > %. Zvolme lubovolné,

ale pevné cislo p € R+, pre ktoré plati % <Ranechprep € Cje

11 AT vvnly :
5) =5 Odtial vyplyva absolttna

konvergenciaradu Y, %y, a teda musi VM € R, Ing € N*, Ze Vn > ng plati

n+1»
n=0 P

dp

n+1
pYH—l :

<M & lan,| < Mp

Na ziklade toho bude aj Vn > ngpre rad f ut" platit
n=0 "

M n+1
<22 =mp

day

()"

tl’l
n!

n!
Odkial dostdvame rad konvergentny pre vietky r € R

= n!

a teda aj jeho minorantny rad Y, %" je pre € R konvergentny absolttne. Preto aj funkcia f () =
n=0 "

Y 1" ako sudet konvergentného radu mé na R derivéciu lubovolného rédu a naviac pre t € R plati
n=0 "

If ()] =

e ()
n= n=
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Z toho ndm vyplyva, ze f (t) € D .
Podla definicie Laplaceovej transformécie pre obraz funkcie f (¢) plati

oo

L{f)}y = /f(t e Pdt = hm/z "e Pdt = iZ’:/t”eP’dt
n=0""" 0

A—o0
0

= YO =L =Y S =F )

Aan lJ’l

Kedze mocninovy rad Z konverguje absolitne, mohli sme ho integrovat ¢len po clene. n
m Priklad 10.24 Pouzitim prvej Heavisideovej vety o rozklade ndjdime origindl k Laplaceovmu obrazu:
. F(p)= %sin%,preRep >0,

2. F(p)zzipz,preRep>0.

(P*+1)
1. Pre p € C\ {0} plati

1 1 1 & 1 > 1
F(p)=—sin— = — 1) = 1),
() p p png()( ) (2n+1)!p2t! n;)< ) (2n+1)1p2t2

odkial podla Vety 10.3.3 pre vSetky t € R~

o0 l‘2n+1 ) t2n+1

ZHEWI = 0= Y D G e~ & Y ETna

2. Pre dant funkciu plati nasledujiica rovnost

__ 2 _ 4/ 1
F(p)_(p2+1)2 dp<p2+1>'

Dalej vieme
1 1 1 1
2 7

AR
)23

n
Z =) ()"0
Derivovanim tohto radu ¢lena po ¢lene dostdvame

d 1 _i( 1),1+12n+2
dp P2+1 _n:() p2n+3’

a teda dany Laplaceov obraz m4 rozvoj tvaru

d 1 - 2n+2 & 2n+2
(p) dp <p2 _|_1> n;)( ) P23 2 (1) P23

odkial podla Vety 10.3.3 pre vSetky t € R~ ¢

L {F = 1) = -D'"2n+4+2)—— =t 1)
= t-sint,
¢o je vysledok v zhode s Prikladom 10.10 pre b = 1.

2n+2 0 t2n+1



10.3 Spdtnd Laplaceova transformdacia 217

Veta 10.3.4 — Vypocet Laplaceovho origindlu pomocou rezidui. Nech f(¢) € D & anech
Z{f(t)} =F (p), dalejnech je funkcia F (p) holomorfnd na C s vynimkou kone¢ného poctu izolo-
vanych singuldrnych bodov py, pa,..., pm patriacich do M, = {p € C |[Re p < s}, kde sp je expo-
nent (index) rastu funkcie f (7).

Nech plati

lim F 0,
el (p) =

kdeMr={peC||p—s|=r>R>0,Rep <s} prekazdé s > s.
Potom plati

s+joo

FO=22 PG =5 [ Fp)erap=Yres,op (F(r)e").

S‘J°°

a4 Rep =s
/" B=s+jr
l—;? pz? Ar
o ©
P :
< 00| 5is 0
pn °E
D
\\ A=s—jr
\4

Obr. 10.3.1: K dékazu Vety pre vyjpocet Laplaceovho origindlu pomocou rezidui 10.3.4

Dékaz. Uvazujeme krivku I = I'g UT g, ktord sa skladd z polkruznice

3n
FR:{p€C||p—so|—r>R>0 argp € [2 2]}

a usecky
Fo={peClp=s+jtte[-rr,r>R>0},
stym, ze r > R sme zvolili tak, aby vietky izolované singuldrne body funkcie F' (p) lezali vo vnutri krivky

I.
Potom podla Cauchyho vety o rezidudch plati

1
27TJ?§ p)elldp = Zresp —p (F(p)e™).
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Krivkovy integril na lavej strane je suctom integrélov po polkruznici I'g a po tsecke I

1 s+jr
— O F(p)ePdp=— /F YeP'dp+ — / F(p)e’dp.
27rjf 27j 2w JS .

Pre r — oo je podla Jordanovej lemy 8.4.2 prvy integrél po polkruznici rovny nule

1
— | F Pldp =0
2m./ (p)e”dp
I'z

a druhy integrél prevedieme na integril po priamke I're )—s, a teda celkovo plati

| s+joo
27TJ/ p)ePdp = Zres,7 n (F(p)e”).
s—joo

p) Nechjesingulirny bod py pélom prvého rédu funkcie F (p) patriaci do M.
Potom zrejme plati

res,—p, (F(p)e”) = (resp—p, F (p)) -eP.

m Priklad 10.25 Pouzitim predchddzajicej Vety 10.3.4 pre vipocet Laplaceovho origindlu pomocou rezi-
dui ndjdime origindl Laplaceovho obrazu:

1. F(p) m,preRep>0,
2. F(p)= (p2+ )2,preRep>0

2
3. F(p)= m,preRep > 0.
1. Funkcia F' (p) m4 tri singularity p; = 1, p» = 2, p3 = 3. Funkcia je rydzoraciondlna, a preto plati

lim F(p)=0,ateda platia predpoklady Vety 10.3.4. Okrem prvej singularity, ktord je plom

Mg> p—ro°

druhého rddu, st zvy$né jednoduché pdly. Vypocitame si zvldst reziduum prave v prvom sin-
guldrnom bode, kedZe zvy$né rezidua budud jednoduché funkéné hodnoty vzhladom na posledna
pozndmku. Teda

t 1 d I o
resp=1 (Fp)e”) = @—miﬁom((p—n%p—zxp—ae OH)Z)

- li“di(@—w—_s))

_ rel (2p—5)e?
= lim| — — 3
p=1\ P> =5p+6  (p2—5p+6)

= lte’ + Ee’
2 4"
preto pre Laplaceov obraz funkcie mdme
f@t) = resp—y (F(p)e”)+eP? -resp—p, F (p) +e" -res,—p, F (p)
1 t 3 t) 2t 12 1 3t s 1
= —te'+-¢e' | +elim ———+e’ lim——-———
(2 4 r=2(p—1)(p—3) =3 (p—1)(p—2)

1 3 3t
= Ete’—k Ze’ —eZ 4 %.
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2. Zadand funkcia m4 dve singularity p; = j a p» = —j, ktoré st obe pélmi druhého ridu. Opit je
to rydzoracionilna funkcia splitajica podmienku lim  F (p) = 0. Vypoditame hodnoty oboch

MRB])*)‘X’
rezidui
1 d 1
. (F Yy — lim — _i)ert
ey (P = gy g, ((p2+1)2(p e >
pt tebt N2 Pty :
S B L T (p+j) e’ (p+j)
poidp \ (p+j)°) b (P+i)
1.
= —Zte‘]t—zje“]t,
1 d 1
_i (F(p)e”) = lim — [ ——— (p+j)%e”
resp=—s (F ()" @—wﬂpﬂﬂdp<oﬂ+4f(p+1>e )
R po e (p =)t —eP2(p—j)
= 1 _— = 1
pooidp \ (p—j)? ) po (p—i)*

1.
= 721»67]"',1‘]'67]"
Odkial pre Laplaceov original obrazu F' (p) dostdvame s pouzitim Eulerovych vzorcov

2
r .. 1 .1 .1 _.
f@) = ];resp:pk (F(p)e?) = _Zte”— ZJe”— e ”+Zje it

1 (el et 1, ., [ell—eTi
= () (S
2 2 2 2]

lt t+1 int
= —=ICOS — Sin
2 )

¢oje vzhode s Prikladom 10.22. - 4. pre b = 1.

3. Menovatel danej funkcie md Styri jednoduché korene py = 2j, p» = —2j, p3 =ja ps = —j. Zrej-
me tieto korene menovatela st pSlmi 1. ridu rydzoracionélnej funkcie F (p) splhajicej predpokla-
dy Vety10.3.4, Ze MRlaiEl—wo F (p) = 0. Preto pristtipime k rieSeniu podla tvrdenia tejto vety a po nej

nasledujucej pozndmky.

2 t 2 t
—p+t2)e? —p+2)e?
F0) = Y (resppe F(p)) - = lim 2P +2) im P42
=1 p=20 (p+2j) (PP +1)  po-20 (p—2j) (p>+1)
(P*—p+2)e?” . (pP—p+2)e”

p=i (PP +4)(p+ji) i (PP+4)(p—])

(D (e (e ()
Ziskali sme Laplaceov obraz 21 {F (p)} = f (t) v komplexnom tvare. Vidime, Ze s¢itance st
pret € R-o po dvoch komplexne zdruzené, a preto ich sucet je redlne &islo. Preto hladanym ori-
gindlom je

1—j 5, 14j ; 1
f([):z-Re( Jeair +Je”)— (cos2t +sin2t — cost +sint).

6 6 "3
Podobne sme mohli postupovat aj v prechidzajicom priklade.
| |

Vetu 10.3.4 pre vypocet inverznej Laplaceovej transformdacie pomocou rezidui funkcie F (p) mozeme
mierne modifikovat pre pripad, Ze je funkcia F (p) raciondlnou funkciou.
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Désledok 10.3.5 — Druhd Heavisideova veta o rozklade. Nech f (1) e Dy a L{f(t)} =

F(p).
12
Nech F (p) = 0, E 3 je rydzoraciondlna funkcia, kde m = degP,, (p) < n = degQ, (p), pricom
mnohodleny P, (p) a2 Q, (p) nemajt spolo¢ny koren.
Dalej nech korefimi menovatela Q,, (p) st 041, @z, .. . , 04y, kde ¢ € N*, s ndsobnostami ry,r2,...,r4
(zrejmery +r2+...+714=n).
Potom plati
q dne— 1 P (p)
F _ i m P — o)
FO= 2P ) = Bt i e (e o)
a $pecidlne, ak ndsobnost korenov je jednoduchd, t. j. rp = 1 pre vietky k = 1,2,...,g = n, potom

plati

Otkt

£ = 2L{F ()} = )

Dékaz. Vyplyva priamo z Vety 8.2.1 pre vypocet rezidua v péle k-tého radu a jej Ddsledku 8.2.3 pre pél 1.
radu. |

m Priklad 10.26 Pouzitim Dosledku 10.3.5 druhej Heavisideovej vety o rozklade néjdime original Lapla-
ceovho obrazu:

2 1
1. F(p):%,prelzep>o,
2. F(p)=———"——-—,preRep >0,

(p—1)’(p—2)(p>+1)’

3. F(p):(zzgﬁ,preRep>0

Py (p)
Qs (p)’
p+ 1 apolyném menovatela je Q3 (p) = p* — 3p* — 18p + 40. Polyném Q3 (p) m4 vietky tri
korene jednoduché, oy =2, 0p =5, o3 = —4. A teda podla druhej Heavisideovej vety o rozklade
pre Laplaceov origindl plati

1. Zadané funkciajetypu F (p) = t.j. 2 =m < n = 3,kde polyném éitatelaje Py (p) = p* +

L AAF(p)}=r@) =

kde Q4 (p) = 3p? —6p — 18. Preto pre t € R~ plati

5 29 1
LAAF (p)y = f (1) = —qge™ + 570" + 550"

P (p)

Qs (p)’
Qs(p) = (p— 1)3 (p—2) (p2 + 1), ktory m4 tri jednoduché korene o] =2, ot =j, o3 =
—j (t.j. r1 = ry = r3 = 1) ajeden trojndsobny koren ot4 = 1 (t.j. r» = 3). Preto podla druhej

2. Funkcia je typu F (p) = kde polyném ¢itatela je Py (p) = 1 a polyném menovatela je
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Heavisideovej Vety 0 rozklade pret € Ry plati

f()

drk 1
i o (e (o)
= s dp=1 \ O (p)

lim e ( p 2)

=2\ (p—1)* (p—2) (P> +1)
(o0 )
(p—1)° (p*2)( 24+1)

( e” (p+j) )
(=1 (p—2)(p2+1)

L BT " (p=1)
B=Dtpo1dp? \ (p—17 (p—2)(p*+1) )

+lim
P

+ lim
p—=j

po tprave limit a vycisleni derivicie Stvrtého scitanca dostdvame

f()

1 2t 1 3_ jt 1 3 —jf
5° +<40+4oj>e 3020’ )¢

p4_16p3_|_15p _3)61”—

+11 2(6 3p? —4p+1
250 (P2 (P +1)°

(p—2° (P2 +1)

te!

tZept
+(p—2)(p2+1)>

o 13 1 1
72.R it _ 7t2 t -t

¢t e(40 40’ )e 47 ¢ 7 4°

1ezt—i- ! (cost+3sint)—ltze’—fe’

5 720 4 1¢-

Opit sme s¢itali komplexne zdruzené scitance, aby sme ziskali iba redlnu zlozku, kedze t € R+.

3. Pre zadant funkciu zrejme plati

F(p)=

kde

G(p)=

2p—3 2(p—1)—1

(P —2p+5)° - <(p_

:G( - 1)7
1)2+2)2 g

2p—1

(P2+4)>

Nijdeme origindl £ {G (p)} = g () a nésledne s pouzitim Vety 10.2.12 0 ,,tlmeni“ originlu aj

originil pévodnej funkcie.

Funkcia G (p) je typu
Vidime teda, Ze funkcia G (p) m4 dva dvojndsobné pély vbodoch p; =

Pi(p)
O4(p)°

(p—2i)* (p+2i)>
_2_])

+4)% =

o =2japy=0p=

kde P (p) = p—12Q4(p) = (p?

ktoré st zdroven korefimi menovatela tejto funkcie. Podla druhej vety o rozklade pre funkciu g (¢)

plati
g(t)

.. d

(@—

2p—1
— lim 4
1! p—=2i dp

2i)* (p+2j)

d
+— lim —
1 p==3j dp((p—2j>2<p+2j>2
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odkial derivovanim a néslednou tpravou dalej dostdvame

2p244i (2p—1)t
o) = tim (22 '+3J_|_(P .)2 ot
=24\ (p+2j) (p+2j)
2p42—4i (2p—1)t
p+.31+(p ')2 N
(p—2j) (r—2)

AN R St B W TR S R ke A PR3
- <32+ 16 >e CTRAETI A

| e¥t —e dt 1 elUlqe AU |
—_— p— 7t7
6 2 '8 2 T

+ lim
pP—=2j

16 8 2 8 2 16
Odkial, kedze F (p) = G (p — 1), pouzitim Vety 10.2.12. 0 ,,tlmeni“ origindlu dostdvame

1 1 1 1 1 1
= ——sin2t+ —tcos2t+ —tsin2t = —tcos2t + <t— > sin2f.

fi)=2L1{F(p)}=elg(t)= %e’ (itcosZt—i— (t— é) sin2t) :

Veta 10.3.6 Nech f(t) € Dy, nech Z{f(t)} = F(p) a nech funkcia F (p) : C D Dp — C
md v polrovine Re p < 59, kde 59 je exponent (index) rastu funkcie f (¢), nekone¢ne mnoho pélov
P1sP2s---sPky----

Nech existuje systém kruznic K, = {p € C | |p| = Ry} taky, Ze postupnost jej polomerov {R, },”_; je
rastdca, a teda 31_{130 R, = oo,

Nech plati
lim F(p) =0,
|p|—ee
PEMR,
kde

Mg, ={p €C||p|=R>Ro>0,Rep <sp}.

S+joo

Nech dalejintegrdl [ F (p)e? dp absolutne konverguje pre s € R, s > 5.
s—joo

Potom plati

f(6)= 21 (F(p)) = kzl (F(p)e™).

Dékaz. SystémkruznicK, = {p € C||p| = Rn}, Ry < Ry+1, prekazdén € N, kde ,}E‘l, R,, = o zostro-
jime tak, aby na Ziadnej z nich nelezal ani jeden z pélov { px } .. | funkcie F (p). Takto vzniknutd postup-
nost kruznic ma ur¢ite neklesajici pocet pélov nachddzajucich sa vjednotlivych kruzniciach. Pri oznaceni
ky je pocet pdlov v kruznici K,, postupnost {k, }_, neklesajica a plati r}glolo kp = oo, ¢o je dost dolezity
fakt pre nasledujicu tvahu.

Ozna¢me krivku I, obluk kruznice K, leziaci v polrovine Re p < s, koncové body tohto obltka s —j @,
s +j @, st zéroven koncovymi bodmi tsecky AB. Podla Cauchyho vety o rezidudch je integral po takto
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vzniknutej uzavretej krivke po tprave rovny

s +_| y

1
Py / F(p)e’”dp—i-m/ yeP'dp = ZreslJ —p (F(p)e™).

5—j Wy T,

Necht € R.gan — oo, potom podla definicie Laplaceovej spitnej transformdcie (pre n — oo je aj @, —
o) konverguje prvy integral ku f (¢) a druhy integrél je podla Jordanovej lemy 8.4.2 rovny nule. Preto
dostdvame

kn

f(t) = lim Zresp w (F(p)e?) Zresp n (F(p)e?).
n—yoo

p) Opit plati v pripade, Ze funkcia je typu F (p) = (( s kde ¢ (p), ¥ (p) : C — C st holomorfné

na CavoblastiRe p < 5o md funkcia F (p) iba jednoduché pély p1, p2,..., p,- . ., potom pred-
chédzajuci vztah mézeme zredukovat na

i pk epk[

m Priklad 10.27 Nijdime origindl Laplaceovho obrazu funkcie

1
pcoshp’

F(p)=
preRep > 0.

Korene menovatela Y (p) = pcosh p st p = 0acosh p = cosjp = 0. Preto pély zadanej funkcie F (p)
sapo=0,pr=]j (k — f) 7 a komplexne zdruzené pdly px = —j (k— %) 7, kde k € N. Vsetko st
to jednoduché pély a je ich nekone¢ne mnoho. Preto podla predchddzajicej Vety 10.3.6, v nasom pri-
pade hlavne po nej nasledujiicej poznimky, vzhladom na skutocnost, Ze nenulové korene st komplexne

p—pk)
P_Pk>
Ot o0 e it

e
= 2-R
cosh0) +0-sinh0 * ek; cosh py + py sinh py

cosh0=cos0=1 =0 Pr=i (k— % ) T

zdruzené disla pre Laplaceov original zadanej funkcie plati

oo ep[
2Ry [
k=1

el

(pcoshp)

f@) = Z.{F(p)}=

=10 (pcoshp)

ePlt elt

= 2-Re
coshp—l—psinhp'p + Z(coshp+psmhp

o i(k=3)m
= 14+2-Re)] :

k=17 (k— 1) sinh ( (k—i) n)

=j sin(k—})m=j(—1)**"

> i (k= 5)’” °° cos
— 142.Re) (—1)FS 1)k k(

& (k=)= = (
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Nijdeny tvar je Fourierov rozvoj periodickej funkcie f(f) : Rso — R s periddou T = 4, pre ktorts plati

0, prete (4k—1,4k+1),
F)=1 1, prer=4k+1,
2, pret € (4k+1,4k+3),kdek € N*,

ktorti mdzeme vyjadrit s pouzitim Heavisideovej funkcie H () v tvare
Z H(t—2k—1),
kdet € R+g.

Druhy spdsob rieSenia je vyuzit moznosti prepisu funkcie F (p) do nekoneéného rozvoja a pouzitim
prvej Heavisideovej vety o rozklade 10.3.3 néjst jej origindl. Teda pre vietky p € C plati

F(p) = 1 B 1 B 2e 7P B 2e 7P
PI= peoshp ~ Z(erte ) plve ) p(l—(—e 7))
o i oo —(2k+1)p
_ € Z(—l)k(e_zp)kZZZ(— kei
) 2t k=0 p

Tento rad je konvergentny na [e ~27| < 1 < |e?”| > 1, a preto podla spomenutej Vety 10.3.3 plati

F0)= 2 {F (p i H(—2%—1).

Aplikdacie Laplaceovej transformdcie

V dalsom sa budeme zaoberat najcastejsimi aplikdciami Laplaceovej transformécie. Z nasho pohladu
nds budu zaujimat najmi dve aplika¢né oblasti, a to rieSenie linedrnych diferencidlnych rovnic a rieSenie
nevlastnych integrélov.

Linedarne diferencidlne rovnice s konstantnymi koeficientmi

Metodika rieSenia je v podstate totoznd so spésobom hladania riesenia pri Fourierovej transformécii
v predchddzajtcej kapitole. Transformujeme si diferencidlnu rovnicu na rovnicu Laplaceovych obrazov,
vyjadrime si obraz funkcie hladaného rieSenia (tzv. prechodovd funkcia) a pomocou spitnej Laplaceovej
transformécie nédjdeme jej origindl, ktory je rieSenim pdvodnej linedrnej diferencidlnej rovnice.

A teda, nech je dand linedrna diferencidlna rovnica

y(n) (t) ""_aly(nil) (t> Tt +an—1yl (t) +auy (t) = f(t)v (10.1)

kde gy € Rsk =1,2,...,n, st koeficienty, f (¢) : [0,00) = R, f(t) € D.# je funkcia pravej strany
(predpokladajme, ze je spojitd). Riesenie y (¢) vyhovuje pociatoénym podmienkam

y(0) = o,
Yy (0) = o,
Y o) = Y,

kde y(()k) €R,kdek=0,1,2,...,n— 1, st dané &sla definované v [0, o).
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Ak predpokladdme, Ze rieSenie y (1) € Do, potom podla Vety 10.2.2 0 derivovani origindlu a na zdklade
predpokladu, 7 obraz riesenia je £ {y (t)} = Y (p), ur&ime Laplaceov obraz derivicie y¥) (¢), pre k =
1,2,...,n,

200} =Y ()= P yo— PR =y o

Dalej predpokladajme 2 { f (t)} = F (p) a potom pouzitim Vety 10.2.1 0 linearite dostivame p6vodnt
diferencidlnu rovnicu v tvare

n n— n— -2 -1
PY (p)—p" o —p Ay — . —pyi D =y
_ _ _ -3 -2
+a1-(p" Y (p)—p" o —p = =y =5 ))

+...Fan-1-(pY (p) —yo) +an-Y (p) =F (p).
Odtial

_ n— _ -2 —
(P +aip"™ +.. 4an1p+an)-Y(p)=F(p)+p" Yo+ 0 o+ 4py D+

(

+ay - (p”‘zyo P Ay

+y(()n72)

> +...+a—1Yo
a pre rieSenie ¥ (p) tejto linedrnej algebrickej rovnice plati
_ _ -1 -1
F(p)+yop" '+ 0 +ayo) p" 2 +... + (yf) " any )+---+an_1yo>

pn‘*'alpnil +...tap1ptan

Y(p)=

Celkové riesenie linedrnej diferencidlnej rovnice y (1) = 21 {Y (p) } ziskame pomocou niektorej z metéd
pre uréenie origindlu k danému Laplaceovmu obrazu. Z Lerchovej vety vieme, Ze danym podmienkam
vyhovuje jediné spojité rieSenie. Ak by bola funkcia pravej strany f (7) na [0, o) iba po ¢astiach spojitd,
bude po ¢astiach spojitd na [0, ) aj n-t4 derivicia riesenia y ().

n Priklad 10.28 Riesme diferencidlnu rovnicu vyhovujicu danym pociatoénym podmienkam
y'(1) =5y (r) +6y(r) = 0,
y(0) = 2,
Y(0) = 2.

Ak Z{y(t)} =Y (p), potom podla Vety 10.2.2 0 derivovani origindlu plati
L)} = pY(p)—y(0)=pY(p)-2,
2{y'()} = pY(p)—y(0)-p—y(0)=p*Y (p)—2p—2.
Po dosadeni do pdvodnej rovnice dostdvame
pY (p)—2p—2-5(pY (p)—2)+6Y (p) = O,
(P> —5p+6)-Y(p)—2p—2+10 = 0,
odkial vyjadrime prenosovt funkciu

2p—8

Y = =\
(p) p?—5p+6
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Jej rozkladom na parcidlne zlomky dostidvame

2p—8 4 -2

Y (p) = - I
(p) p*—5p+6 p—2 p-3

Pomocou tabulky obrazov a vzorov . transformicie néjdeme Laplaceov origindl funkcie Y (p)
V(1) = L1 {Y (p)} = 4e* —2¢7.
]

= Priklad 10.29 Niéjdime riesenie danej diferencidlnej rovnice vyhovujice pociatoénym podmienkam

Y'(t)+4' () +5y() = 10¢e’,
y©0) = 1,
y(0) = 2.

Opit Z{y(t)} =Y (p),ateda

2{yn)} = pY(p)—y(0)=pY(p)—1,
2{"(0)} = pY(p)—y(0)-p—Y(0)=p°Y(p)—p-2,

10

10e’} = —

£ {10e'} -~

Po dosadeni
2 10
PY (p)=p=2+4(pY (P -1)+5Y (p) = ——.
2 10
(P*+4p+5)-Y(p)—p—6 = P
p+6 10

Y — ,
(P) p?P+4p+5  (p—1)(p>+4p+5)

rozkladom na parcidlne zlomky prenosovej funkcie dostdvame
1 1
3 + .
(p+2)°+1 p—1

Y(p)=
Odkial Laplaceov origindl hladaného riesenia diferencidlnej rovnice je
y(t) =21 {Y (p)} =e ¥sinr+e’.

n Priklad 10.30 Hladajme rieSenie danej diferencidlnej rovnice vyhovujtice podiatoénym podmienkam

y'(t)+2y'(t)+5y(t) = sint,
y0) = 1,
y(0) = 2.

Ozna¢me Z {y(t)} =Y (p), potom podla Vety 10.2.2 0 derivovani origindlu plati
20} = pr(p)—y©0)=p¥(p)—1,
20} = pY(p)-y(0)-p—y(0)=pY(p)—p-2,

1
Z{sint} = AT
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Rovnica bude mat po Laplaceovej transformicii tvar

1
PY(P)=p=2+2(pY (P)=D+5Y (p) = =
1 P+4pP+p+5
2 P +4p +p
+2p+5)Y (p) = +p+d= ,
Y(p) = p+4p*+p+5
(P +1)(p*+2p+5)

kedze ¢initele menovatela pravej strany nemaju redlne korene, rozlozime tento na elementirne zlomky

v ( )_Ap—i—B Cp+D
P pPP+1 p?+2p+5

Po uréeni koeficientov m4 funkcia tvar

“0Pts, P4

Y =
2 Pl pP2pts
1 p 11 11 p 1
= —— — — 4
10p2+1+5p2+1+10p2+2p—|—5+ p*+2p+5
1 p 11 11 p+1 11 1 1

—— = — - — 4
10p2+1+5p2+1+10p2+2p+5 10p2+2p+5+ pPr+2p+5
1 p 1 1 11 p+1 29 1

10 2 T35 T2 20 12
10p*+1 S5p*+1 10p~+2p+5 20p=+2p+5

—_——

(P2 +2p+1)+4
1 p 1 1 11 p+1 29 1
10 n2 T353 70 2 T30 2 :
10p>+1 Sp*+1 10(p+1)°+22 20 (p+1)° 422

Z tohto tvaru ur¢ime Laplaceov origindl funkcie, ktord je rieSenim diferencidlnej rovnice

1 1 11 29
yi)=%1{Y(p)} = ~ 10 08! + 3 sint 4 I—Oe*t cos2t + 27)64 sin2t.

m Priklad 10.31 Ni4jdime rieSenie danej diferencidlnej rovnice vyhovujtce pociatoénym podmienkam

y'(t)+y(t) = sin2t,
y(m) =1,
Y(m) = L

Najskor si posunieme bod ¢ = 7 do podiatku stradnicového systému, zavedenim nezévislej premennej
T=1t—T,zc¢ohot = T+ 7. Potom m4 zadand diferencidlna rovnica aj s podmienkami tvar

y'(1)+y(t) =sin2(t+7),
teda

Y'(t)+y(r) = sin2t,
y0) = 1,
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Predpokladéme, 7e .Z {y(7)} = Y (p), a podobne plati .Z {sin2t} = —2, preto sa zobrazi transfor-

pr4°
movand diferencidlna rovnica do rovnice
ﬁYQﬂ—p—1+Y@)=—3—n
p>+4

odkial si vyjadrime prechodovi funkciu

2 n p n 1
(p*+4)(p*+1) p>+1 p2+1°

Y(p)=

Jej rozkladom na elementirne zlomky dostdvame

p 5 1 2 1
Y(p): 2 2,2 T 2,2 )
p-+1 3p~+1 3p-+4

ku ktorej ndjdeme Laplaceov origindl funkcie y(7) pomocou tabulky vzorov a obrazov .Z transformicie
5 . .
y(1)=Z1{Y (p)} =cosT+ 38N - 3sin27

a ndsledne po dosadeni T =t — 7 dostaneme celkové riesenie

5 1 5 1
y(t) :cos(t—ﬂ:)—i—gsin(t—ﬂ) —gsinZ(t—ﬂ) = —cost—gsint— gsint.

m Priklad 10.32 Nijdime vicobecné rieSenie linedrnej diferencidlnej rovnice

Y1) =2y (1) +y(t) = 4.
Predpokladajme, ze

y(O) = Cy,

y(0) = ¢,

kdecy,co e Ra Z{y(t)} =Y (p). Kedze

Z{yn} = pY¥(p)—a,
20} = pY(p)—cip—ca,

LU = LU0
zobrazi sa dand diferencidlna rovnica do rovnice
PY (p)—ap—er=2(p¥ (p) =) +Y (p) = .
(PP =2p+1)Y(p) = ;+c1p+cz —2c1,

odkial dostdvame pre prechodovi funkciu

B cip?+(ca—2c))p+4

@) p(p—1)7
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Potom Laplaceov original ndjdeme pouzitim druhej Heavisideovej vety o rozklade 10.3.5

1) = Za{Y(p)}=resp=oY (p)e? +resp—1 ¥ (p)e”
2 2
2 4 d ) 4
— o0 gim &2 + (2 021)P+ —|—1im<clp +(c2—2c1)p+ ept)
p—0 (p_l) p%ldp p
eP (p2c; +4pt —2p3tcy + p*tes + pitey — 4
4t lim (p1pp21pzp1)
p—1 p

= 4+4e'(c; +4t—2tc) +tey+teg —4)
= cie' (1—1t)+cate’ +4te’ —4e’ +4.

Pozrime sa teraz na $pecidlny pripad nulovych podiatoénych podmienok. Nech je dand linedrna diferen-
cidlna rovnica

Y (@) +ary™ V() 4. a1y (1) Fay (1) = £(1),

kdeay € R,kdek =1,2,...,n, f(t) € Dy. Rielenie y (t) nech vyhovuje nulovym pociatoinym pod-

mienkam

y(0) = 0,
Yy (0) = 0,
Yoy = 0

prek=0,1,2,...,n— 1.V takomto pripade m6zeme vyuzit Duhamelov integril z Vety 10.2.14. Najskor
vyriesime pomocnu diferencidlnu rovnicu

XD +ax"V @)+ A ap X () Fanx (1) =1,
s nulovymi zadiatoénymi podmienkami x¥) (0) = 0, prek = 1,2,...,n— 1. Predpokladéme, 7e x") (¢) €
D,y (t) € Dy, a oznatme L {x(1)} = X (p), L{v()} =Y (p) a L{f (t)} = F (p). Potom
vzhladom na nulové pociato¢né podmienky pre k = 1,2, ..., n plati

2{w} = »x),

2{Wn} = rre).

Okrem toho plati Z {1} = %, preto transformovany tvar pdvodnej a pomocnej diferencilnej rovnice je

(p"—l—a]pnfl—l—...-i—an_]p—l—an)Y(p) = F(p),

(p"—i—alp”_l—i—...—i—an_lp—i—an)X(p) = ;
Pri oznaéeni @ (p) = p" +a1p" ' +... +a,_1p + a, dostivame

®(p)Y(p) = F(p),

p®(p)X(p) = 1L,

a takisto
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a kone¢ne odtial mime

Y(p)=pX(p)F(p).

Na zdklade toho, ak je funkcia x (¢) : R5o— R rieSenim pomocnej diferencidlnej rovnice s nulovymi pocia-
toénymi podmienkami, potom podla Vety 10.2.14 pre rieSenie pdvodnej diferenciilnej rovnice s nulovymi
pociato¢nymi podmienkami plati

v = [£(0)X (=)ar,
0
resp. ak f' (1) € Dy
y() = [ £ t-D)g(@)de.
0

n Priklad 10.33 Nijdime rieSenie danej diferencidlnej rovnice vyhovujuce nulovym pociatoénym pod-

mienkam
YO +Y() = e,
y(0) = 0,
y'(0) = 0,
) 0.

(
//(

¥ (0

Pomocn4 diferenciilna rovnica ma tvar
) +A () =1

ami tiez nulové pociatoéné podmienkyx(0) = 0,x'(0) = 0,x”(0) = 0. Zavedieme oznacenie £ {x(t) } =
X (p), Z{y(t)} =Y (p) apodla Désledku 10.2.3 Vety 10.2.2 0 derivovani spojitého origindlu mdzeme
pomocnu diferencidlnu rovnicu transformovat Laplaceovou transforméciou na tvar

(p3+p)X(p)217

14
odkial pre obraz jej rieSenia a ndslednym rozkladom na elementirne zlomky dostdvame
1 1 1
X = = —,
(P) pr(p*+1)  p* pr+l

Preto je riesenim pomocnej diferencidlnej rovnice
x(t) =% 1{X(p)} =t —sint.
Prejdeme ku hladaniu riesenia y(t) povodnej diferencidlnej rovnice, funkcia pravej strany splta f(¢) =
—e ™" € D, apreto podla Vety 10.2.14 plati
t t t
yit) = — /e*(tfr) (t—sint)dt=—e"' /Terdf — /er sintdt
0 0 0

_ e <[e1:(1_ D] - [;er(sinT—COST)Y>

0

1 1
= —e' (te’ —e'+1- <2et (sint —cost) + 2)>

1 1
= —t+1 —Ee’t—l—i(sint—cost).
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Riesenie systémov linedrnych diferencidlnych rovnic s konstantnymi koeficientmi je analogické rieseniu
jednej rovnice, iba bude viest v kone¢nom désledku k rieseniu systému linedrnych algebrickych rovnic.

m Priklad 10.34 Nijdime partikuldrne rieenie systému diferencidlnych rovnic
() +y" () + 2 () =y() = e,
X(O) =Y () +2x(@0) +y() = e,
vyhovujice pociatoénym podmienkam
x(0) = xX(0)=1,
»0) = Y(0)=0.

Predpokladdme x”(¢) € D¢,y (t) € Dy a takisto pouzijeme oznacenie

ZL{x®)} = X(p),
Ly} = Y(p),

¢im vzhladom na podmienky mame

Z2{x ()} = pX(p),
2{X"1)} = pPX(p)—1,
Ly ()} = pr(p)
2{'(n} = pY(p).

Pre obrazy pravych stran plati

1
Prp——
1
_l _
ZL{e™'} = pEE

Systém md teda po transformdcii tvar

P’X (p)—1+pY (p)+pX(p)-Y(p) = pil,
PX (D)= ¥ () +2X ()Y () = —.
ktory upravime
(P+p)X(P)+ (P -1)Y(p) = p1_1+1.
(P+2)X (p)+(~p+ )Y (p) = pir

Ststavu vyriesime Cramerovym pravidlom

2 2
D:‘pﬂ? -1

P2 —pil ‘:—2p3—2p2+2p+2,

1 2
ol —p-l—l

D] == 1
P+

= 1_2p7
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P
p—1

pPHp S+l

1
p+2 Frs)

h =

¢im rozkladom na elementirne zlomky dostidvame

Dy 1-2p 1 ! )
X(p) = == - - " ’
D -2p*-2p*+2p+2 8(p—1) 8(p+1) 4(p+1)
D, —3-E 3 3
Y(p) = ;

D 2P -2p2+2p+2 8(p—1)7 8(p+1)F

Z toho spitnou Laplaceovou transforméciou bud mat hladané funkcie tvar

1 1 3 1 3

= 21X — el —e 42t — Linht4 2fe !
x(t) 1{X (p)} 86 86 +4te 4sm t+4ze ,
y(t) = Zfl{Y(P)}:%l‘etJr%te_t:%tsinht.

m Priklad 10.35 Nijdime vSeobecné rieSenie systému diferencidlnych rovnic

X(t) = x(t)+2y(0),
Y() = 2x()) +y(t)+1.

Podobne ako predtym predpokladdme pociatoéné podmienky x(0) = ¢1 ay(0) = ¢, kde c1,¢2 € Rst
danékonstanty. A tiez predpokladimex’(t) € D »,y'(t) € D.y atakisto pouZijeme oznalenie £ {x (t)} =
X(p), Z{y()} =Y (p), potom, kedze {1} = %, bude mat systém po transformicii vzhladom
na predpokladané podmienky tvar

pX(p)—c = X(p)+2Y(p),
PP = ()Y ()t
Teda
(p—=DX(p)-2Y(p) = c,
—2X(p)+(p-1DY(p) = Cz+119.
Opit Cramerovym pravidlom

p—1 =2

_ — 2 _ 23— (p—
= | " ==,
b c1 -2 ' 2pcy — per + pPer +2
1= 1 = )
ety p—1 D
p—1 o« p+2pcy — pey+ prer — 1
D, = o 1 |= )
2 Cz—l-p p

a takisto rozkladom na elementirne zlomky dostivame

D1 _ 2pcy —pei+pPei+2
D p(p=3)(p+1)

R SE VRS DA S WV SN2 U S AW
T i\ 22T ) T3\ 2 T g ) T 3y

X(p) =
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D,  p+2pci—per+pPe; —1

Y(p) = 5=

D p(p=3)(p+1)
1 1 +1 +1 1 1 1 +1 +1
= ——|zat+zat+- )| ———|za—z0+5 |+
p—3\27""2%"6) pr1\27 27 2) " 3p

A spitnou Laplaceovou transformiciou ndjdeme vseobecné riesenie tvaru

—t 1 3 9
") = LX) =(@-ar) S (avary) S5
1\ e¥ e’ 1
yit) = Za{¥(p)}t= Cl+c2+§ 7—(01—C2+1)7+§~

10.4.2 Vypocet nevlastnych integrdlov

Vlastnosti Laplaceovej transformécie nachddzaji uplatnenie aj pri rieSeni niektorych $pecidlnych typov
konvergentnych nevlastnych integralov. Zrejme sa to bude tykat nevlastnych integralov cez interval [0, o).

Typ 1. [£(t)-e Pdr
0

Nech f(t) € Dy, potom podla Definicie 10.1.2 a Vety 10.1.1 pre kazdé p € C : Rep > s9, kde 59 je
exponent (index) rastu funkcie f (7), plati

oo

F(p)= [ f(0)-e"ar

0

m Priklad 10.36 Vypocitajme nevlastny integral
/e*“t sinbtdt,
0

kdea € Ryg, b € R.
Vieme, 7e £ {sinbt } = !ﬁ, kde preb € RavoblastiRe p > 0je funkcia F (p) = ﬁ holomorfn,

apreto pre p = a € Ry plati

e “sinbtdt = ———.
0/ a?+b?

Typ 2. @dt

o3

Nech @ € D g je spojitd na intervale [0, o) a integral f)f @dt konverguje. Potom f () € D g je tiez

spojitd a jej Laplaceov obraz £ { f (1)} = F (p) je v oblasti Re p > 0 holomorfn4 funkcia a plati

/oofft)dt:/mF(x)dx.
0 0
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m Priklad 10.37 Vypoditajme nevlastny integrél

oo

sinat
/ t a,

0
kdea € R>().

Ako uzvieme Z{f (t)} = £ {sinat} = ﬁ = F (p), a preto zrejme platl’

/w 1nat B /oo /m dw- 1dx
N x2—|—a2
0 0

0 (l

oo

1
= / s——dw = lim [arctanw]{ = lim arctang — arctan0 = —
WP+l ao oo 2

m Priklad 10.38 Vypocitajme nevlastny integral

mefat _e*bf
[

0
kdea,b € Ryo,0 < a < b.

Vieme, ze plati

L{f =2 {e—e | = —————=F(p),

preto

T a—at _ a—bt VR 1 4 b
/!dﬁ/ - dr = tim |20 | = gim I50 g d g2
/ t y x+a x+b g | x+bl, qoeqg+b b a

Typ 3. Off(t) dr
Nech f(t) e Dy atf (1) GDg,anechf{f( )} =F(p).
Podla Vety 10.2.5 Z{tf (1)} =

), odkial plati, Ze integrél f f () dt konverguje, a preto

/f(t)dt _ /(t'f(t))idt:/(rf(t)) /e “Pdp | dr = / f)e Pdr) dp
0 0 0 0 0
—_————
= [EPap = tim (F ) = —lim F () + F(0) = F (0),
p q— q—o
0 =0

kedZe podla Désledku 10.1.2 je lim F (p) = 0. Preto celkove pri splneni podmienok plati

P
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m Priklad 10.39 Vypoditajme nevlastny integrél
/ .
t
0

Ako vieme z Prikladu10.3 £ {f (1)} = & {%ﬂt} = arccot p = F (p), a preto zrejme plati

S}

/f(t)dt:/Sledt:F(O) = arccot( = g
0

0

Nie je tazké dokdzat Gplnt zhodu s Prikladom 10.37. m
Typ 4. Tt" f(r)de
0

Nech f(t) e Dy a L {f(t)} =F (p). Ak naviacintegrdl [¢" f (¢) dt pre n € Nje konvergentny, potom
0
ajt"f (t) € Dy apodla Vety 10.2.5 plati

d'F
270} = 1y TP,
Preto pre
/t”f(t)dt:/tnﬂtf(t)dt,
0 0

na zdklade vlastnosti pre nevlastny integral Typu 2. vyplyva

oo oo

/t"f(;)drz/(—l)"“F("“) (x)dx:(—1)"“/F<"+1>(x)dx:(-1)”“ tim [F ()]
0

0 0

m Priklad 10.40 Vypocitajme nevlastny integral

oo

/ t"e “dt,

0

kde a € R+, n € N st dané ¢isla.

Vieme, ze £ {e "} = ﬁ = F (p), postupnym derivovanim podla premennej p dostdvame
—1)"n!
FO) ()= (2D
(p) (p+a)n+l
a preto
o0 q
1
ne—atg.  _  (_ 1yt (n) }q:_n+1._n,~
O/te d = (=1 ‘}grolo[F @] = (1) (1) nt im (x+a)"“]0

o 1 1 n!
= —n![ lim — = .
n e (x+a)n+l (O_l_a)n+l a1
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10.5 Cyvicenia

Cvicenie 10.1 Pouzitim Laplaceovho integrilu a zdkladnych vlastnosti Laplaceovej transformacie

néjdite Laplaceov obraz funkcif f (f) : Ruo— R, resp. f (¢) : Rso— C:

a) f(t)=1+r, ERonY

f(t) =2sint — cost, {‘j_zg ={() f} 7z

f(e) =sin’t = § (3sint —sin37), e — 1) s} 5
d) f(t) =d', kdea € Ro, (2 = {0}z
&) f(t) = 1d,kdea € Ro, [ =07

f(1) = e"d' kdea € Rso, S R OVi ¥
§) f(1)=(1+5)e" kdebeC, [ =10nF
h) f(1) = (1 +2bt + §t2> e’ kdeb e C, [s(q;) {01z
) fl1) = =54 kdea € R, Fami={0 5]
) F(r) = e dea,h ER, gut={()/} 5]
k) f(t) = Jo 22 dy, kde 0 € R, [%moom () ;5’_
) f(1) = J 22 du kde o € R GauE={0F

Cvicenie 10.2 Pouzitim vlastnosti Laplaceovej transformécie néjdite Laplaceov obraz pre original

Standardného typu f (1) € D g:

2) f(t) = sinat cosbt, kde a,b € R, [(Z(W();Zdz)n(fiff;)ﬂd) —{(0f} x]
b) f(t) = sinhatcoshbr, kde a,b € R, [(z(‘?“’()z;il(_zig:)‘zd) {0 )} g]

(1), pret <a )
¥ fm_{ T, o BET s =05
a ro={ o e S 5 (01} 5
9 10={ 5" Taidwse? =100 7]
970~ o), e [rtatiy d2  1)4) ]

.

0 10={ Gaiuz). it [~ )7

Cvicenie 10.3 Pouzitim Vety 10.2.11 ndjdite Laplaceov obraz periodickej funkcie f (7) : Ruo— R:
e g o]
a) f(¢) = |sinbt|, kde b € Ry, 0< dQHA<qz 105 zfi+z _ d;; - z‘H‘z ={(s )J[}Z’:|
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b)
c)

(A pere,
b) f(t)_{ f(t+1), pretE[O,w), [O<dQHA‘%:{(I)I}${|
[ cost, pret € [0,%), 2 o1 ) (1444)
c) f(t)_{ f(l‘+%), prCl‘E[O,‘j’), |:()<d9}]1\(%_{(1)3[}$]
2 pret € [0,%),

d) f(f)—f(t+a)—{
f(t+%), pret€[4%,a),kdea € Ryy.

< d LQ
0 < doga‘fyyue) & = 1—29%0 = {(l)f};s"]
|

Cvicenie 10.4 Pouzitim Vety 10.2.12 0 ,,tlmeni* origindlu néjdite Laplaceov obraz funkcie f (¢) :
R>O—> R:
a) f(t) =L sinbt, kdea € R,

. Az4+29)
o< doun gy — () £} 5
f(t) = Lsinhatsinat, kdea € R, [0< dggA“’”HV {0 7
t) = 3tsin4t, [ Tte(e=9) | evt (e—d)
f(t) = e*cos3tsin |:€<dQHA (I L0y vkd )%:{(0]};;
d) f(¢) = sinh4tcos®3t. ¢ (9t (1) 9et (r=d) | y—
) F(t) = sinhdteos®3t. o oy ac (D L wtd_SHOD L vdY e ()}

Cvicenie 10.5 Pouzitim vlastnosti konvolucie zjednoduste vyrazy obsahujice funkcie z D o:
a) (1++/)*sint+ (1—+/t) xcost + (14 /1) xcost + (1 — /1) *sint,

[(1+ 1500 — 1u1s) 7]
b) t*sin®t 4 cos?t * . [l}
21

|

Cvicenie 10.6 N4jdite konvolu¢ny sucin k (t) = (f * g) () funkcii patriacich do D :
) f)= rz,gm =7, [ = )]

f(t)=e% g(t)=1—at,kdea € R, [1=(1)Y]
f(t) =sint,g(t) = sinht, [(yurs — yyuis) & = (5)y]
d) f(t) = cosht,g(t) = sint, [(1300— zqsoo)% = (1) 2[}
e) f(0) = ( )=e, [rqurs = (4)3]
ft)=e® g(t)=e” kdea,b € R, a < b. [,q,zii,s _ (1)31}

Cvicenie 10.7 Pouzitim Borelovej vety alebo Duhamelovho vzorca néjdite original f (7) Laplace-
ovych obrazov F (p) v oblastiach, v ktorych st definované:

_ 1

a) F(p)= (p—1)*(p—2)*’ [zzgz — 9T+ g1+ ,21= (1) J[]
_ 1

b) F(p) = Griyirrap [(;o+1gs00—rzuisg) § = (1) /]

_ 1
<) F(p) = Greprmir—epriop [(1ZU¥S—1UESZ),€% = (l)f}
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(r—2)" [0+ ) o= S
2
s

(1) /]
e) F(p)= (pzil)m (15007 — gurs + yurs .7) £ = (1) /]
(4)

— 4
) F(p) = poimrs |12 gs008 — sg5006 = (1) /]

formdcie néjdite Laplaceov origindl f (#) k danému obrazu:

_ 4p*+9p*+8p+2
a) F(p) = Toma0mm [15007 + 1w g + .o+ = (1) /]

T [-ot+, 21+ ¢—= (/]
1P +3p +18p+10
o F P) = T s5phsp;3_i0p [JSOOJ—QZ_ 19157 +1—= (1 I

)

(p) = p*—4p*—8p+15

1 (PP+9)(p+1)° [zgugs—zg $00+, 9.1= (1)

=_1 e-»

(P)= g™ (=)o (1= = ()
)

)
+2 _
) F(p)= piiopmme

_ e _eP

, [(V—z)H(I—(t—l)sooZ_va)_:(1

P (=D H((t—1)us)— (1= H((1—1)us) = (1) /]
(

)
b) F(p) = 55 (1= 2+ @=DH(-2=¢9)) , 0= ()

= e "+ e (C- ) H((1-2)509)+ (1 - ) H= (1) /]

) (
) F(p)zLj”ew, [(s—DH(9—1)—1=(2)/]

k) F(p) =457 [(#+ (£~ H) 1soo1ugs:(1)fl

p

Cvicenie 10.9 Pouzitim viet o rozklade (1. Heavisideovej vety 10.3.3 alebo Vety 10.3.4 ¢i jej dosledku
2. Heavisideovej vety 10.3.5) ndjdite Laplaceov original f (¢) k danému obrazu:

2) F(0)= vy [(go— 0 (1+1t— k2

(P) = S [(09+ 17— 1€+ ,-9 (09— 19€ — ;16— ¢}—
_ 1

(P) = or e [ (E+r+0) 8+ 21—

~—r
— |0
I

—_
~— ~—
~—
—\o

I

~~ o~ o~ o~ o~ o~ o~
~
Y Y ~— ~— ~— ~—

(o
=
!
—~
=
~
|
—_
SN— ~—
-8 IS

= 27 [(e—2+z2(1—19)
C) F p — 5p+3

)
|

(p) (p—1)(p2+2p+5)° [(1zugs% - 1zsoo) 09—,
a4
f) F(p)= (Pt kdea € C, [(¢+ w007 — wurs p—)

9 F(p)=In(1+1), |

—I
Il

-

o o
|1
= —

=3
N~—
B
~—
=
N~—
I
J—
(@]
=}
@
J—
“
1
o]
P
=
s
g
=
N
—~
—
U
18l
Il
~—
~
~—
~

=
~
—~
S
N~—
Il
< =
(¢]
< i
| — |
’NE
=
S
—
L
8 [
Il
—
A )
N~—
S~

k F = L l) A GAA S A TonA -
) F(p)= 505, [ = 04
) F = Lgind, /N :
) (p) \f Sll’lp |:1§/\u}1sﬂz§/\qu1s = (1) f_

Cvicenie 10.8 Pouzitim vlastnosti Laplaceovej transformécie a tabulky vzorov a obrazov .Z trans-
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m) F(p) = e 7, |2 = 4]
n) F(p) = sinh2,/p, [%_9$ - (z),f}
o) F(p)=51zer. |72 = )]

Cvicenie 10.10 Pouzitim Laplaceovej transformdcie néjdite rieSenie danej diferencidlnej rovnice
vyhovujtce danym pociato¢nym podmienkam:
a) y"(t) +4y(t) = sint, za podmienok y(0) = 1,y'(0) = -2,
(7500, — 1) surs £ 4 1z 500 = (1)4]
b) y'(t) —2y'(t) = e’ (1* +1+3), za podmienok y(0) = 2,/(0) =2,
[+ ,0(S+1+ 1) — .op = (1]
o) y'(t)+2y'(t) +y(t) = e~ (¢ +cost), za podmienok y(0) = 1,y'(0) = —1,
[(z1+15009 =) ,_at = (1)q]
d) y"(t)+2y"(t) —y'(t) —2y(t) = 1, za podmienok y(0) = 3,'(0) = —1,y"(0) = 4,
[(S - 198 + J—GZ[ = 12—9) %
e) ¥ (t) —2y'(t) +5y(t) = cost, za podmienok y(0) = 0,y'(0) =0,
[((rgsoop — sguisg) 9 +1uisg —1s00y) % = (5)4]
£) y"(t) +y(t) = 3t%e’, za podmienok y(0) = 0,)'(0) = 0,"(0) =0,
[(1_9 = (lg% 500 — 15 msy\) 298+ ,9(6+ 181 — Z19)) T — (1)4}
g) YW (1) +2y"(¢) +y(t) = 0, za podmienok y(0) = y'(0) = y"(0) = 0,y (0) — 1,
(75007 — jurs) & = (1)4]

(1)4]

h) y"(t) +y(t) = e, za podmienok y(3) = 0,y'(3) = 4,
[(co+ (1-©)500,0— (1= g)us ;0 (_og — 1-)) =5 = (1)¢]
i) y'(t) +4y(t) = 4 (sin2t + cos 2t), za podmienok y(7) = y' () = 2,

(1500 (17 — 29) + sz urs (1 +17)) & = (1)4]
i) ¥'(t) =2y (t) +2y(t) = 4e’ cost, za podmienok y() =™,y (w) =e”,

[(1500+ urs (1— 1)) ,0— = (1)4]
k) " (¢) —y'(¢) = e* sin*t, za podmienok y(1) = y'(1) = y"(1) = 1.

08 ¥ 08% e 14
./ AL +Z =4
(sgurs (7S00g+ uIs)+/7S00 (TUIST—7509)) 1@ 4,0 1279(2909_99) JZQ(ZQ—ZQZI) € ( )

Cvicenie 10.11 Pouzitim Laplaceovej transformécie nijdite vSeobecné rieSenie danej diferencidlnej

rovnice:
a) y'(6) +4Y (1) +4y(r) =e ™, [ (& + 50+ 19) = (1)4]
b) ¥/(£) +y (1) — 2y(t) = ¢, [% + 0%+, olo = (1)4}

) y/”(t) _ 3yl(t) 4 2y(t) = (41‘2 +4r — 10) e !,

[0 (1 +14 42) + 0%+ 012+ 010 = (1)4]

. P
d) ¥"(1) +y(r) = 2sinssin2t, [lgsoo'{—|—1u1s%+1ugsza+lsoob: (J)K]

¢) y’”(t) —4)/([) =te? +sint 412,
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S 91 , 8 T o821 _
[zsoa‘hz@f— P Ti =G 2%% Tr- W+ 15 = (1)‘(}

4 A
f) y( )(z)~|—y () = cost. [JL+1L+1_9‘79+€9+1Z3+Z113]
m

Cvicenie 10.12 Pouzitim Laplaceovej transformdcie néjdite partikulirne riesenie daného systému

diferencidlnych rovnic vyhovujice danym poéiatoénym podmienkam:

d)

x(1) =2y(), za podmienok A0 =2, 98— i =4 ]

Y0 =2, =PI (o) [ e

X() = 3x(r) + 4(2), o x(0)=1, S e S — (61

Y (1) = 4x() ~3y(0), “POINK y0) =1, Rt e
=71 €79

X' (t) + 2x(t) — y(t) = sint, ol x(0) =0,

Y () +4x(t) — 2y(t) = cost, P y(0) =0,

0
=0
T+18007 —uisG+ ip— = ()4 |
(1— 800+ us — 1) g— = (1) x|
20 =50 0 x(0) =0,
za podmienok
YO =x)—y@), *F y(©0)=1

I

V+f+1fz (V_Z/\> _JZJ\MV_ 1y\79% = (1)((

Z+J\€ W (J\E-FZ)-F@\@(I-H)V— wp-2t = ()x

X(t)—4x(t) —y'(t) — —2z(t) =0, x(0)=1, x'(0)=2,
2xX (1) —y" (1) —|—3y(t)+ () 4z() 0, za podmienok y(0)=1, ' (0)=3,
X () —2x(t) —y(r) +2"(t) —4z(t) = 0, z(0) =1, z’(O) =1,
(14 97) 25 = ()2

(I - 19QZZ+ 11795) ]:fs = (1)((

(§+1993Z+1179€_) ,:,Ze = (1)x

Cvicenie 10.13 Pomocou Laplaceovej transformicie ndjdite vSeobecné rieSenie daného systému

diferencidlnych rovnic:

x/(1) = —x(t) +8y(2), 5 = ()4 ]
Y (1) =x(t) +y(), [ i IEQZ;: o slozzggx ]
x'(t) = 2x(t) + (1), 24+ 1) = (14 |
Y (6) = —x(0) + 45(0) [Feea
X (1) = x(t) = 5y(1), SO0 ¢ — JEuIs) © uis $00) 10 = (1) 4 ]
) = 23(0) - y(0). { (sg500¢ — sg uIs) T tg(ufszgssigssj)b‘g_&_
X (1) +2x/(1) +x(r) + y’() ()+2Y() 0, 31(20 4 10)p— 00 = (1) ]
K (1) +x/ () + 2x(t) + ()+3Y() [ jsjE;iiO; - 9f9—8’f ]
X (1) +2x(1) +4y(r) = 1+ 4t L _ 904 olo— = (3)€ ]
Y (@) +x(1) —y(t) = 3¢, [ Z1_|Z_1_|_i_792317+lzgl o= (1)x |
X (1) =2x(t) +y () —2z(1) -1t +2 [ +7800€0 4 Juis® = (1)2 ]
y(t)=—x+1, 14 1800€ — quIs W+ 0lo— = (1)«

Z(t)=x(t)+y(t)—z(t) —t+1 1500€0 4+ JuIs T+ 010 = (1) x|
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Cvicenie 10.14 Pouzitim Laplaceovho integrilu a vlastnosti Laplaceovej trensformdcie vypoditajte
dané nevlastné integraly:

a) [e “cosbtdt,kdea € R, b € R st dané &isla, [zq+zv}
0 12
e e “sint q 2 G
b) Of e, kde a € R je dané &islo, (2 uerore]
) [e ¥sin3tcos2tdt, [L59]
0 €9
d) [e 3 cos3tsindtdt, [@]
0 IS
e) [te # cos2tdt, [@]
0 €
s 1—e
——dr.
05 [Lu]
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